
MINES PONT 96
I1)
a) Le tableau de variations de f (t) = t:e¡t , vu f 0(t) = (1 ¡ t):e¡t , est le suivant:

t ¡1 0 1 +1
f 0 + 1 + 0 ¡
f ¡1 % 0 % 1=e & 0

On en d¶eduit la discussion suivant ¸ 2 R¤
+ par bijection monotone sur chaque intervalle de monotonie , la fonction ¶etant

continue :

² si ¸ > 1=e : pas de solution µa l'¶equation f (t) = ¸ ;

² si ¸ = 1=e : une et une seule solution ® = 1 (> ¸ ) ;

² si 0 < ¸ < 1=e : deux solutions (positives) ® < 1 < ¯ . Pour placer ¸ on ¶etudie f (¸) = ¸e¡¸ < ¸ , donc d'aprµes le
tableau de variation ¸ < ® ou ¸ > ¯ . Or ¸ < 1 donc ¸ < ® < 1 < ¯ .

b)

² La fonction g : t ! :̧et est strictement croissante (¸ > 0) la suite (un) est donc monotone.

² De plus, comme la fonction g est continue, la suite ne peut converger que vers un point ¯xe de g , µa savoir ® (ou ¯ si
¸ · 1=e ).

² En¯n, le sens de variations de la suite (un) est donn¶e par le signe de g(u0) ¡ u0 = ¸eu0 ¡u0 = e¡u0 (¸ ¡ f (u0)) , c'est le
même que celui de ¸ ¡ f (u0) , donn¶e par le tableau de variations du a) . D'oµu la discussion:

{ Si ¸ > 1=e la suite (un) est croissante et il n'y a pas de point ¯xe : la suite divergente (vers + 1 ).
{ Si ¸ = 1=e , la suite (un) est croissante, 1 est le seul point ¯xe, et ]¡ 1 ; 1] est un intervalle stable par g . Donc:

¤ si u0 > 1 la suite est strictement croissante divergente (vers + 1 );
¤ si u0 = 1 la suite est constante (et convergente) de valeur 1 ;
¤ si u0 < 1 la suite est croissante et major¶ee, donc converge vers la seule limite possible 1 .

{ Si ¸ < 1=e il y a deux points ¯xes ® et ¯ pour g , les intervalles ]¡ 1; ®]; [®; ¯]; [̄ ; +1[ sont stables par g , (un) y
¶etant respectivement croissante, d¶ecroissante et croissante. Donc:

¤ - si u0 > ¯ la suite est strictement croissante divergente (vers + 1 );
¤ - si u0 = ¯ ou u0 = ® la suite est constante (et convergente) de valeur ¯ ou ® respectivement;
¤ - si ® < u0 < ¯ la suite est d¶ecroissante et minor¶ee, donc converge vers le point ¯xe ® ;
¤ - si u0 < ® la suite est croissante et major¶ee donc converge vers ® .

c) La suite vn est toujours > 0 , on a d'aprµes la formule de Stirling
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Comme ¸e < 1 , on a la suite µa termes positifs (vn) est n¶egligeable devant le terme g¶en¶eral d'une s¶erie µa terme positif .
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on peut aussi utiliser le critµere de d'Alembert la s¶erie ¶etant µa termes strictement positifs :
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8¸ 2]0; 1=e[
I-2)
a) Par r¶ecurrence sur n 2 N , on d¶emontre que " f (n)(x) = ¸nf (x + n) et que f 2 Cn (R; C) " :



² si n = 0 , f (x) = f (x) est continue sur R

² si n = 1 , f est d¶erivable et f 0(x) = ¸f (x + 1) par d¶e¯nition de f et donc comme f est continue sur R f 0 est continue
sur R donc f est C 1 sur R

² Si f (n)(x) = ¸nf (x + n) et que f 2 Cn (R; C) alors comme f est d¶erivable f (n) l'est et

f (n+1)(x) =
³
f (n)

´0
(x) = ¸nf 0(x + n) = ¸n (¸f (x + n + 1)) = ¸n+1f (x + n + 1)

On a donc 8n , f 2 Cn (R; C) donc f 2 C1 (R; C) et f (n)(x) = ¸nf (x + n)

b) par l'absurde : si f est un polynôme de degr¶e d 6= 0 , alors f 0 est de degr¶e d ¡ 1 et f(x + 1 est de degr¶e d : absurde

le seul polynôme est le polynôme nul

c) f (x) = eax est dans E ( ¸) si et seulement si aeax = :̧ea(x+1) , donc si et seulement si ¸ = ae¡a . D'oµu, d'aprµes 1)a):
- si ¸ > 1=e , pas de fonctions;
- si ¸ = 1=e , une fonction, µa savoir f (x) = ex ;
- si ¸ < 1=e , deux fonctions, x !e®x et x !e¯x .

I-3)
a) P et Q sont continues d¶erivables par propri¶et¶es des parties r¶eelles et imaginaires. Si f 2 E( ¸) , on a pour tout x
r¶eel : P 0(x) + iQ0(x) = ¸P (x + 1) + i¸Q(x + 1) et par unicit¶e des parties r¶eelles et imaginaires. P 0(x) = ¸P (x + 1) et
Q0(x) = ¸Q(x + 1) (en e®et ¸ est r¶eel)

f 2 E (¸) ) (P 2 E (¸) et Q 2 E (¸))

b) si g(x) = f (x ¡ a)
g0(x) = (f (x ¡ a))0 = f 0(x ¡ a) = ¸f(x ¡ a + 1) = ¸g(x + 1)

c) L'application d¶erivation est lin¶eaire donc par d¶erivation de E

f"(x) = ¸f 0(x + 1)

f 2 E (¸) ) f 0 2 E (¸)

d) Soit, pour f 2 E ( ¸) , F une primitive de f sur R . E donne:f (x) = f 0(x¡1)
¸ car ¸ 6= 0 . Si on int¶egre cette relation on

obtient
9K 2 C , 8x 2 R , F (x) =

f (x ¡ 1)
¸

+ K

F est alors dans E( ¸) si et seulement si
F (x) = ¸F 0(x + 1)

soit
f (x ¡ 1)

¸
+ K = ¸

f 0(x)
¸

Ce qui ¶equivaut µaK = 0 . On a donc une unique solution au problµeme

F (x) = f(x¡1)
¸

I-4)
a1) Par composition g est continue d¶erivable sur R. On a g0(x) = ¡f 0(¡x) = ¡f (¡x + 1) , en appliquant E au point ¡x .
On voit donc que g0(x) = g(x +1) si et seulement si 8x 2 R ¡f (¡x+ 1) = f (¡x¡ 1) , soit encore comme x¡ > t = (1 ¡x)
est bijective sur R

8t 2 R ¡ f (t) = f (t + 2)

c'est µa dire si et seulement si f v¶erī e R .
a2) La fonction nulle ¶etant solution ¶evidente on va chercher uniquement les fonctions non nulles :
De plus, les ¶equations R et E impliquent, par d¶erivation de E :

f 00(x) = ¸2:f (x + 2) = ¡¸2:f (x) :

Les solutions de cette ¶equation di®¶erentielle sont de la forme f (x) = a: cos( ¸x)+ b:sin( ¸x) , avec a et b constantes complexes
, l'une au moins ¶etant non nul.
mais ce n'est pas une ¶equivalence il faut v¶erī er :
Le calcul est direct est assez p¶enible , mais on peut remarquer que R implique que f (t + 4) = f (t) donc 4 est p¶eriode de la
fonction . Or

f (x + 4) = a: cos(¸x + 4¸) + b: sin(¸x + 4¸)
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4¸ est donc une p¶eriode de la fonction non nulle f :¸ est un multiple de 2¼ donc ¸ = K ¼
2 , 2 N¤ car ¸ > 0 .

R donne alors:

f v¶eri¯e R , 8x 2 R a: cos(¸x + K¼) + b: sin(¸x + K¼) = ¡a: cos(¸x) ¡ b: sin(¸x)

, 8x 2 R (¡1)K a cos(¸x) + (¡1)K a sin (¸x) = ¡a: cos(¸x) ¡ b: sin(¸x)

donc K est impair : ¸ = ¼=2 + k:¼ ; k 2 N
E donne alors :

f v¶erī e E , 8x 2 R , ¡ ¸a sin(¸x) + ¸bcos(¸x) = ¸a cos (¸x + ¸) + ¸b sin (¸x + ¸)
, 8x 2 R , ¡ a sin(¸x) + b cos(¸x) = a cos (¸x + ¸) + b sin (¸x + ¸)

, 8x 2 R , ¡ a sin(¸x) + b cos(¸x) = a(¡1)k+1 sin (¸x) + (¡1)k cos (¸x)

Donc k est pair.
Conclusion, ½

si ¸ 6= ¼=2[2¼] alors f = 0 est la seule solution
si ¸ = ¼=2[2¼] alors f 2 V ect(x¡ > cos(¸x); x¡ > sin (¸x))

b) Si f est une fonction paire, ou impaire, de E( ¸) , alors, la fonction g ci-dessus est aussi dans E( ¸) , donc f est une
fonction non nulle v¶eri¯ant E et R. donc ¸ = ¼=2[2¼]
R¶eciproquement, si ¸ = ¼=2 [2¼] , alors la fonction x ! cos ¸x est dans E ( ¸) et paire, et la fonction x ! sin ¸x est dans E(
¸) et impaire.

il existe des solutions paires non nulles ssi ¸ = ¼=2[2¼]

il existe des solutions impaires non nulles ssi ¸ = ¼=2[2¼]

dans les deux cas l'ensemble obtenu est bien un sous espace vectoriel comme intersection de deux sous espaces vectoriels.
II.
a)On va utiliser la relation du I 2 : f (n)(x) = ¸nf (x + n) .

² Etude sur R+ : si f[0;1] est nulle, f (n)
[0;1] est nulle aussi, donc f est nulle sur [n; n + 1] . Comme c'est vrai pour tout entier

n , f est nulle sur R+ .

² Etude sur R¡ : f 0(x) = ¸f (x + 1) et f[0;1] = 0 implique que f 0 est nulle sur [¡1; 0] , donc f y est constante, donc nulle
puisque f (0) = 0 .

Et par r¶ecurrence: si f[¡n;¡n+1] = 0 , f 0 est nulle sur [¡(n + 1); ¡n] , donc f est constante sur ce segment elle y est
nulle puisque f (¡n) = 0 .

Ainsi, par r¶ecurrence, f est nulle sur R¡ , donc sur R tout entier.

si f 2 E (¸) et f[0;1] = 0 alors f = 0 sur R

b) sans problµeme : f 2 C1 (R; C) d'aprµes I2 et la restriction d'une fonction C1 est C1 . Et par p d¶erivations successives
de E , f (p+1)(x) = ¸f (p)(x + 1) est vraie pour tout x 2 R , donc pour tout x = k 2 Z f(p+1)(k) = ¸f (p)(k + 1)
c)
unicit¶e : elle vient de a). En e®et, si g0 admet deux prolongements f1 et f2 dans E( ¸) , alors f1 ¡ f2 est une fonction de E(
¸) dont la restriction µa [0; 1] est nulle, donc f1 = f2 sur R .
existence :

² Sur R+ : On utilise f (n)(x) = ¸nf (x + n) pour d¶e¯nir f sur [n; n + 1]:

On d¶e¯nit f sur [n; n + 1] par f (x + n) = 1
¸n g(n)

0 (x) , puis sur R+ en faisant varier n dans N . Il y a un problµeme de
d¶e¯nition en p 2 N¤ oµu f est d¶e¯ni deux fois : sur [p ¡ 1; p] par 1

¸p¡1 g(p¡1)
0 (1) et sur [p; p + 1] 1

¸p g(p)
0 (0): or par P0 ,on a

1
¸p g(p)

0 (0) =
1

¸p¡1 g(p¡1)
0 (1)

Par cette d¶e¯nition, f est d¶erivable sur tout intervalle ]n;n + 1[ , avec des prolongements de f 0 µa droite et µa gauche des
points entiers:

f 0
d(n) =

1
¸n g(n+1)

0 (0) ; f 0
g (n) =

1
¸n¡1 g(n)

0 (1) :

Par P0 , ces deux prolongements sont ¶egaux, donc, d'aprµes le th¶eorµeme du prolongement de la d¶eriv¶ee, f est C1 sur R+ .
De plus, la relation f 0(x) = ¸:f (x + 1) y est vraie par d¶e¯nition.

8x ¸ 0 , f (x) = ¸¡E(x)g0(x ¡ E(x))
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² Sur R¡ : Comme sur [¡1; 0] on veut f 0(x) = ¸g0(x + 1) et f (0) = g0(0) , on d¶e¯nit f sur cet intervalle par f (x) =
R x
0

¸g0(t + 1) dt + g0(0) , ce qui est bien une fonction continue et d¶erivable sur [¡1; 0] .

De plus, on a ainsi, par P0 , f 0
g(0) = ¸g0(1) = g0

0(0) = f 0
d(0) et donc f est d¶erivable en 0 .

On raisonne alors par r¶ecurrence sur n ¸ 1 :

si f est d¶e¯nie et v¶eri¯e E sur [¡n;+1[ on d¶e¯nit f sur [¡(n + 1); ¡n] par f (x) =
R x

¡n ¸f (t + 1)dt + f (¡n) .

Lµa encore, f est bien continue et d¶erivable sur [¡n ¡ 1; ¡n]

et comme f 0
g(¡n) = ¸f (¡n + 1) = f 0

d(¡n) (puisque f est suppos¶ee v¶eri¯er E en ¡n ), f est d¶erivable en ¡n , donc sur
[¡n ¡ 1; +1[

Donc f est d¶e¯nie , continue , d¶erivable sur R¡ .

d) Ã est C1 par composition de telles fonctions (d¶enominateurs non nuls) . De plus, on a

Ã0(x) =
1 ¡ 2x

x2 (1 ¡ x)2
¢ e

¡1
x(1¡x) :

Si on pose X = 1
x(1¡x) , on a que X ! + 1 lorsque x tend vers 0+ ou 1¡ , et on a par composition de limites:

Ã0(x) »X ¡>+1 § X2e¡X ! 0 :

Par th¶eorµeme du prolongement de la d¶eriv¶ee, on en d¶eduit que Ã est C1 sur [0; 1] .
L'existence d'une fonction f 2 E( ¸) prolongeant Ã est donn¶ee par le a), puisque, comme toutes les d¶eriv¶ees de Ã sont nulles
en 0 et en 1 , Ã v¶eri¯e clairement P0 .
Non, f n'est pas de signe constant, puisque Ã0 n'est pas de signe constant sur ]0;1[ donc f n'est pas de signe constant sur
]1; 2[ .
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