MINES PONT 96

I1)
a) Le tableau de variations de f(t) = te™! , vu f'(t) = (1 —t).e™" , est le suivant:

t —oo 0 1 400
I + 1 + 0 -
f —oo 0  1/e N\, O

On en déduit la discussion suivant A € R} par bijection monotone sur chaque intervalle de monotonie , la fonction étant
continue :

e si A > 1/e: pasde solution a I’équation f(t) = X ;

e si A =1/e : une et une seule solution a =1 (> X ) ;

e si 0 < A < 1/e: deux solutions (positives) a < 1 < :? . _Pour Elacer A on étudie f(A) = de ™ < A, donc d’apres le
tableau de variation A < a ou A>3 . Or A < 1 donc .

b)
e La fonction g : t — A.e' est strictement croissante (A > 0) la suite (u,) est donc monotone.

e De plus, comme la fonction g est continue, la suite ne peut converger que vers un point fixe de g , & savoir a (ou (3 si

A<1/e).

e Enfin, le sens de variations de la suite (u,) est donné par le signe de g(ug) — ug = Ae"® —ug = e 2 (A= f(up)) , c’est le
méme que celui de A — f(uo) , donné par le tableau de variations du a) . D’ou la discussion:

— Si A > 1/ela suite (u,) est croissante et il n’y a pas de point fixe : la suite divergente (vers + oo ).
— Si A =1/e, lasuite (u,) est croissante, 1 est le seul point fixe, et |— 0o , 1] est un intervalle stable par g . Donc:
* 81 up > 1 la suite est strictement croissante divergente (vers + 0o );

* siug = 1 la suite est constante (et convergente) de valeur 1 ;
* siug < 1 la suite est croissante et majorée, donc converge vers la seule limite possible 1 .

— Sid<1/eily a deux points fixes a et 3 pour g , les intervalles |— 0o, o, [, 8], |8, +00[ sont stables par ¢ , (u,) y
étant respectivement croissante, décroissante et croissante. Donc:

x - siug > (3 la suite est strictement croissante divergente (vers + oo );

x - siug =0 ouuy =« lasuite est constante (et convergente) de valeur S ou « respectivement;
* - sl <wy < [ lasuite est décroissante et minorée, donc converge vers le point fixe « ;

* - siug < « lasuite est croissante et majorée donc converge vers « .

c) La suite v, est toujours > 0, on a d’apres la formule de Stirling
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Comme e < 1, on a la suite & termes positifs (v,) est négligeable devant le terme général d’une série a terme positif .

> _ v, converge|
on peut aussi utiliser le critére de d’Alembert la série étant & termes strictement positifs :
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et In (1 + Fln) ~t oo ﬁ.On en déduit que lim (ﬂﬁ) = de < 1. Par d’Alembert, on a donc la convergence de la série
VA €]0,1/e]

1-2)

a) Par récurrence sur n € N, on démontre que ” f)(z) = A" f(z +n) et que f € C" (R,C) " :

)nQ+n+D.



e sin=0, f(x) = f(x) est continue sur R

e sin=1, f est dérivable et f'(z) = A\f(x +1) par définition de f et donc comme f est continue sur R f est continue
sur R donc f est C! sur R

o Si f () = \"f(x+n) et que f € C"(R,C) alors comme f est dérivable f(¥ Dest et
q

PO @)= (7)) (@) = A (@ +m) = A Al bt 1) = N )

Ona donc Vn , f € C™ (R, C) done lf € Coo (R.C) et ) (x) = \"f(x + n)]

b) par Pabsurde : si f est un polynome de degré d # 0 , alors f’ est de degré d — 1 et f(x + 1 est de degré d : absurde

lle seul polvnome est le polvnome nul

c) f(x) = e est dans £( \) si et seulement si ae® = \.e*@+1) | donc si et seulement si A = ae™ ¢

-si A> 1/e , pas de fonctions;
- si A =1/e , une fonction, a savoir f(x) = e ;
- si A< 1/e, deux fonctions, z —e®** et x —efr
1-3)
a) P et @ sont continues dérivables par propriétés des parties réelles et imaginaires. Si f € £( A) , on a pour tout x
réel : P'(z) +iQ'(x) = AP(z + 1) +iAQ(z + 1) et par unicité des parties réelles et imaginaires. P’(z) = AP(z + 1) et
Q'(z) = AQ(z + 1) (en effet \ est réel)

. Do, d’apres 1)a):

[feEN)=(PeEN) et Qe EN)

b) si g(x) = (o~ o |
gd@)=(f(x—a)) =f(r—a) =Af(x—a+1)=Ag(z+1)

c) L’application dérivation est linéaire donc par dérivation de E
@) =Xz + 1)
fee=recel)

d) Soit, pour f € £( \) , F une primitive de f sur R . E donne:f(z) = ‘u/gi\;l) car A # 0 . Si on intégre cette relation on

obtient
f(z—1)

dJK eC,VzeR, F(z) = 3

+ K

F est alors dans £( \) si et seulement si
F(z)=AF'(z+ 1)

soit

flz—1 —|—K:)\ﬂﬂ
A A

Ce qui équivaut 8K = 0. On a donc une unique solution au probleme

F(z) = =1

1-4)

al) Par composition g est continue dérivable sur R. On a ¢'(z) = —f'(—2) = —f(—2x + 1) , en appliquant E au point —z
On voit donc que ¢'(xz) = g(x +1) si et seulement siVe € R — f(—xz+ 1) = f(—x— 1), soit encore comme x— >t = (1 —z)
est bijective sur R

VEER — f(t) = f(t+2)

c’est a dire si et seulement si f vérifie R .
a2) La fonction nulle étant solution évidente on va chercher uniquement les fonctions non nulles :
De plus, les équations R et E impliquent, par dérivation de E :

(@) = M+ D) = - f(x)

Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme f(x) = a.cos( Az)+b.sin( Az) , avec a et b constantes complexes
, une au moins étant non nul.

mais ce n’est pas une équivalence il faut vérifier :

Le calcul est direct est assez pénible , mais on peut remarquer que R implique que f(¢t +4) = f(¢) donc 4 est période de la
fonction . Or

flz +4) = a.cos(Ax + 4X\) + b.sin(Ax + 4)\)



4\ est donc une période de la fonction non nulle f :\ est un multiple de 27 donc A= K% , € N* car A >0 .
R donne alors:
f vérifie R & VzeR a.cos(\z + Km)+b.sin(Az + K7) = —a. cos(Azx) — b.sin(Ax)
& VeeR (=1 acos(Az) + (=1 asin(Az) = —a. cos(Az) — b.sin(\x)
donc K est impair: A=7/2+kn, ke N
E donne alors :
f vérifie E & Ve e R, — dasin(Az) + Abcos(Az) = Aa cos (Ax + ) + Absin (Azx + A)
& VreR, —asin(Az) +bcos(Ax) = acos(Ax + ) + bsin (A\z + )
& VreR, —asin(Az) + beos(Az) = a(—1)"" sin (\z) + (—1)k cos (Ax)

Donc k est pair.
Conclusion,

si A # w/2[27] alors f = 0 est la seule solution
si A = 7/2[2x] alors f € Vect(xz— > cos(Azx), x— > sin (\zx))

b) Si f est une fonction paire, ou impaire, de £( \) , alors, la fonction g ci-dessus est aussi dans £( A) , donc f est une
fonction non nulle vérifiant E et R. donc A = 7/2[27]

Réciproquement, si A = 7/2 [27] , alors la fonction & — cos Az est dans £( A) et paire, et la fonction # — sin Az est dans &(
A) et impaire.

[il existe des solutions paires non nulles ssi A\ = 7 /2[27]|

[il existe des solutions impaires non nulles ssi A = 7/2[2x] |

dans les deux cas I'ensemble obtenu est bien un sous espace vectoriel comme intersection de deux sous espaces vectoriels.
II.
a)On va utiliser la relation du I2: f)(z) = A" f(z+ n) .

e Etude sur RY : si J10,1) est nulle, f[%"i] est nulle aussi, donc f est nulle sur [n,n+ 1] . Comme c’est vrai pour tout entier

n , f est nulle sur Ry .
e Etude sur R™ : f'(x) = Af(x +1) et fig; = 0 implique que f’ est nulle sur [~1,0] , donc f y est constante, donc nulle
puisque f(0) =0 .

Et par récurrence: si fi_,, _, 11 =0, f" est nulle sur [—(n+1),—n], donc f est constante sur ce segment elle y est
nulle puisque f(—n) =0 .

Ainsi, par récurrence, f est nulle sur R_ , donc sur R tout entier.

lsi £ €&\ et fip.1=0alors f =0 sur R

b) sans probleme : f € C*® (R, C) d’apres 12 et la restriction d’une fonction C* est C*° . Et par p dérivations successives
de E, fPtD(z) = \f®) (2 4 1) est vraie pour tout z € R , donc pour tout z = k € Z fP*I(k) = AfP) (k + 1)

c)

unicité - elle vient de a). En effet, si go admet deux prolongements f; et fo dans £( A) , alors fi — fo est une fonction de &(
A) dont la restriction & [0, 1] est nulle, donc f; = fo sur R .

existence ;

e Sur R, : On utilise f(™(z) = A" f(z + n) pour définir f sur [n,n + 1]:

On définit f sur [n,n + 1] par f(z +n) = %g(()n)(a:) , puis sur Ry en faisant varier n dans N . Il y a un probléme de

définition en p € N* ol f est défini deux fois : sur [p— 1, p] par ;],—lg(()p_l)(l) et sur [p,p+ 1] j\];g(()p)(O): or par Py ,on a

1 1 —1
7970 =570

Par cette définition, f est dérivable sur tout intervalle |n,n + 1] , avec des prolongements de f’ a droite et & gauche des
points entiers:

1 n 1 n
faln) = 5w 96" (0 fy(n) = 96 (1)

Par P, , ces deux prolongements sont égaux, donc, d’aprés le théoréme du prolongement de la dérivée, f est C sur R .
De plus, la relation f'(z) = X.f(z + 1) y est vraie par définition.

Vo >0, f(z) = A" E@go(z — E(z))



e Sur R_: Comme sur [—1,0] on veut f'(z) = Ago(z + 1) et £(0) = go(0) , on définit f sur cet intervalle par f(x) = [,
Ago(t+ 1) dt+ go(0) , ce qui est bien une fonction continue et dérivable sur [—1,0] .
De plus, on a ainsi, par Fy , f,(0) = Ago(1) = go(0) = f,(0) et donc f est dérivable en 0 .
On raisonne alors par récurrence sur n > 1 :
si f est définie et vérifie E sur [-n,+oo[ on définit f sur [—(n+1),—n] par f(x) = [ Af(t+1)dt+ f(—n).
La encore, f est bien continue et dérivable sur [—n — 1, —n]
et comme fy(—n) = Af(—n+1) = fi(—n) (puisque f est supposée vérifier E en —n ), f est dérivable en —n , donc sur
[-n — 1, 400]

Donc f est définie , continue , dérivable sur R~ .

d) ¢ est C! par composition de telles fonctions (dénominateurs non nuls) . De plus, on a

, 12 —=
w(l‘)_—wg(l_w)2.e(1 )

1
z(l—x)

Sion pose X = on a que X — + oo lorsque x tend vers 07 ou 17 , et on a par composition de limites:

P (1) vy s XX =0 .

Par théoréme du prolongement de la dérivée, on en déduit que v est C* sur [0,1] .

L’existence d’'une fonction f € £( A) prolongeant ¢ est donnée par le a), puisque, comme toutes les dérivées de 1) sont nulles
en 0 et en 1, 1 vérifie clairement Py .

Non, f n’est pas de signe constant, puisque 1)’ n’est pas de signe constant sur ]0,1[ donc f n’est pas de signe constant sur
11,2[ .



