ESSEC 2001
Math 1
partie I

1. Les fonctions t — (cos(t))?P et t — 2 (cos(t))*” sont pour p > 0 continues sur le segment [0, 7/2] .les intégrales proposées
existent donc .

a)La fonction ¢ +— sin(t) est concave sur [0,7/2] . Le graphe de la courbe est donc au dessus de la corde joignant (0, 0)
et (r/2,1) :Vt € [0,7/2] , sin(t) > 2¢ . D’ou le résultat

bl)J, est I'intégrale d’une fonction positive . C’est donc un réel positif.

b2)D’aprés la question précédente : 2 < = gin(t)? = = (1 — cos(t)?) . Sion multiplie cette égalité par cos(t)?P et si on
, = 4 1
integre sur [0,7/2] on a bien : J, < T (I, — I11)

c)L’intégration par partie proposée est valide car u et v sont C'1.On a alors :

w/2
Ip1 = [sin(?) cos(t)2p+1]g/2 + / (2p + 1) sin(t)? cos(t)*Pdt = 0+ (2p + 1) (I, — Ip11)
0

Dot : ] (2p+2) L1 = (2p+ 1), \

d)De la question b) on déduit:

On en déduit donc avec la question c):

Le majorant et le minorant tendent vers 0 donc : |lim (I—”) =0
P

Remarque : les intégrales I, sont des intégrales de Wallis . Par convergence monotone leur limite est nulle.

2. a)On intégre par partie dans I, en posant u(t) =t , v(t) = cos(t)? qui sont bien C' . On a alors pour p > 1:
m/2
I, = 2p/ tsin(t) cos(t)* " dt
0

On recommence avec u(t) = t2/2 et v(t) = sin(t) cos(t)??~1.0n a dans ce cas
v'(t) = cos(t)? — (2p — 1) sin(t)? cos(t)?P 2
soit compte tenu de sin® = 1 — cos? , v'(t) = 2pcos(t)?” — (2p — 1) cos(t)**~2 . Ce qui donne:
I, =p[((2p = 1) Jp-1 — 2pJ,]
b)On a alors sachant (2p — 1)I,_1 = 2pI,, (question lc) et le résultat précédent:

prl Jp (2]9 - 1)Jp71 Jp o (2p - 1)Jp,1 - 2pJp o 1

I, 1, 2pl, I, 2pl, T2
c)Or Jy = ﬂ/Qtht “—2 et Iy = 7T/th—ldonc JD—%.

Onaalors S, =" L =2%" | (J”’l — ﬁ) =Jo_ Jotn . Or %= = tend vers 0 d’apres 1d donc:

Ip-1 I o Ipta

2
Zzol%:%

partie 11



1. a)A est linéaire et c’est un endomorphisme car si f est continue © — f(z+1) — f(x) est continue et si lim,_, 4 (f(z) =0
alors lim,, 4 oo (f(z + 1) — f(2)) =0

b)Siv, = Af(p) = f(p+1)—f(p) ona > _ v, = f(n+1)— f(1) . Et comme f admet une limite nulle en +oo la série
converge et 3571 Af(p) =limp_> o0 (f(p)) — £(1)

S Af(p) converge et S Af(p) = — (1)

p=1

De méme Z;O:nH Af(p) =—f(n+1)
c)
1 1

1 1 1
Afir(@) = z+1) - (z+k) 2@+l (z+k—1) ((x+1)~-~(a:+k—l)> (m—i—k_a:) = —kfiu(z)

On a donc :
Afg—1= —KJk

d)Les fonctions f5 pour k > 1 sont continues de limite nulle en +oo donc > Afy est une série convergente.

e On a donc pour k > 2 la convergence de Y fi(p) par produit par -% d’une série convergente. De plus

= _ fralnt1) 1 1
> fk<p):—f Z Afe-i(p ==
et ) k E(n+1)---(n+k)
e Pour £ =1 on ne peut pas introduire fo .Mais fi(p) = m = ]% — p+1 .On a donc
N
1 1 1
p=n+1
et le résultat reste vrai si k =1
e Remarque : le cas particulier compte au moins autant que le cas général.
2. a) La formule se vérifie par récurrence:
_ 1 _ 1 _1
e Sig=1: - filp) = 7 m*m*];fl@)
e Sila formule est vraie au rang g on suppose :
q q'
g — Dfulp) = fap)
e On a alors:
1 g! 1 1
— =) _(k=D!f(p) = —fu(p) — af 1p=q!< - )
p? ,;f ) = 5 alp) = o1 () P+ (p+q plp+1)--(p+q+1)

P _;(k_l)!fk(p):q! (p(p+1)-1~(p+q)> (zl)_p+611+1) :q'< (p+1)- 1(p+q+1)> (p(pq;;il))

e D’ou la relation voulue & l'ordre ¢ + 1 .

’Z% >0 (k=1 fe(p) = %fq(?)‘

b)Toutes les séries étant convergentes on peut faire la somme de p =n + 1 & p = oo des inégalités précédentes :

oo

Z 7_2 _1 Z fk q! Z fq(p)
p=n+1

p= n+1 p=n+1

Le membre de droite est une somme de nombres positifs donc est positif



Dans le membre de gauche on utilise le résultat de II1 pour calculer la somme . Dans celui de droite on majore en

P 1 1.
écrivant que > < T

Fo0 1 q 1 1 1 1 1
’0 < Zp:n—i—l p2 Zk:l(k B 1)'E (n+1)---(n+k) < q' (n+1) ¢ (n+1)--—(n+q)

c) Reste a revenir a) p% .

On a .

2 1 =1 "1 1

— =) S+ D> =) S+ (k-1 +rq4(n)

2 2 2 q

6 p=1 p p=n-+1 p p=1 p k=1 k (n T 1) (n T k)

avec ( 1)'
q— !
0<7"q( ) <

m+1)2n+2)---(n+q)

150 = 21 57 + i1 (b — DY oy ]

3.sig=2:8,=>"_ 1

1 1 w?
p=122 T xn T 2y 6 0 6 — S; <

1
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