D’apres Centrale 2005 - Math 1 PC
PARTIE I

1. Récurrence sur k € N* :
e si k =1 la propriété est évidente
e si kp est une période alors pour n > ny, :
un+(k+1)p = u(n+k:p)+p = Un+kp = Un

donc (k + 1) p est aussi une période :

(p € Pla),k e N) = kp € P(a)

2. Si p est un période : il existe n, tel que n > ny, = Up4p = Uy
Si g est un période : il existe n, tel que n > nyg = Uptq = Uy
Danger : il n’y a aucune raison d’avoir n, = ng
On pose N = max(n,,ng) on a alors comme n+p >n > ny, et n > ng

n 2> N = Uny(ptq) = Untp)tq = Unt+q = Un €t p+qg >0
de méme sin > N commen+p—qg>N+0>ngetn>n,
P=q>0et Uni(p—q) = Untp—q) = U(ntp—q)+q = Untp = Un

remarque : atlention & bien choisir des indices suffisamment grand pour toujours dépasser n, et ng malgré le signe
"moins" . Par exemple on peut aussi écrire u,_q = u,, mais il faut alors n —q > ng doncn > ny+q

ki p, g sont périodes avec p > ¢ alors p + ¢ et p — ¢ sont périodes. |

3. P(a) est un sous ensemble non vide de N et admet donc un plus petit élément T' . Ce qui impose T' > 0

4. Comme p € P(a) et T =inf (P(a)) ,onap>T doncg>1.
d’apres les questions précédentes comme T est période et ¢ € N* | ¢T est période , puis comme p et g1" sont périodes
p — ¢T est une période si p > qT .
donc sirT # 0, r = p— T est une période strictement positive donc r € P(a) et donc r > T . Ce qui contredit la
définition du reste d’une division euclidienne.absurde donc r = 0

5. On vient de prouver p € P(a) => Jq € N* | p = ¢T . La réciproque est évidente d’apres Q.1.1

Pla) = {kT,k € N7}

6. si T =1 la suite est stationnaire.

7. L’ensemble des N tels que pour tout n > N, u,+7 = u, est un sous ensemble non vide (7" est période) de N donc il
admet un plus petit élément que le sujet note ng.

2. critére de sous espace vectoriel :

o La suite nulle appartient & QP avec T'=1,n9 = 0,a,, =0

e Soient deux réels A et p et deux suites ultimement périodiques a = (an)nen €t b = (by)nen . Soient Ty, et Ty leur
période respective , n, et n, le rang & partir du quel elles sont périodiques
D’aprés la premiére question T, 7T}, est une période commune aux deux suites (produit d’une période par un entier
>1)
Pour tout n € N tel que n > max(ng,np), on a Aani1,1, + Whnt1, 17, = Aap + by, ainsi Aa + pb est ultimement
périodique.

[QP est donc un sous espace vectoriel de R |




Soit A* la suite définie par A* = (0,---,0,1,0---,0,--+) : tous les termes de A* sont nuls sauf le k-éme qui vaut 1.
Chaque suite A est stationnaire donc ultimement périodique (T=1nyo=k+1) ..
Supposons QP de dimension d . On peut regarder la famille des (Ak)Z:o c’est une famille libre de cardinal d + 1 .
absurde

d
la famille est libre car Z NAL = (Mos A1y, Ag,0,--+,0,--+) . donc la combinaison linéaire est nulle si et seulement si

k=0
tous les coefficients sont nuls.

[QP n’est pas de dimension fini¢

Remarque 5/2: On peut aussi conclure en montrant que les (Ay),y est une famille libre de cardinal infinie.

PARTIE II

1. Exemple 1

Le calcul des premiers termes donnent
Fo=0, Fi=1, F,=1, F3=2, F;, =3, F5 =5, Fs =8, F; =13, Fy =21, F3 =3
On montre aisément, par récurrence sur k > 0, que asy = 0 asgr1= agp42 = 1:

e si k=0 Fj est pair donc ag =0 ... a1 =as =1
e si la propriété est vraie au rang k :

— F3;41 et Fspyo sont impairs donc Figq3 est pair ... Fspyqest impair, Fs;45 est impair

La suite est donc périodique de période 3 , donc elle est ultimement périodique.

étude de la série:a,, vaut 0 ou 1 donc 0 < a,, < 1 et donc |a,z"| < |z|". On a donc majoré le terme général de la série

E anx™ par le terme général d’une série convergente (géométrique de raisone [0,1] ) . la série converge absolument ,
donc converge.

le calcul se fait en séparant les termes selon la période , on fait apparaitre une série nulle et deux séries géométriques de
raisons > €] — 1, 1[ qui convergent donc.

+oo +oo +oo x +oo £L’2
§ 3p __ E _ § 3p+1 _ E 3\P _ § 3p+2 _

a3pT P = 0=0 5 a3p4+1T P =T (:I,' ) = 1_71‘3 5 a3p4-2T P = m
p=0 p=0 p=0 p=0

Les trois séries précédentes convergent , donc par combinaison linéaire de séries convergentes :

Remarque : essayer d’avoir une rédaction qui prouve dés le début du calcul que vous n’écrivez pas CV=DV+DV

2. Exemple 2

22
1. Soit z = - donc a = 22 et b = 7. Les divisions successives donnent :

d0:3€t7“0:1, dlzletﬁ:?), d2:4etr2:2, d3:2€t7“3:67
d4:86t7"4:4, d5:56t7”5:5, d6:7et7’6:1, d7:16t7"7:3,
d8:4etr8:2, d9:2€t7‘9:6, d10:8et7‘10:4,etc.

la suite semble périodique a partir du rang 1 de période 6 .

2. Les r, sont des entiers appartenant a ’ensemble fini [0, b par définition du reste d’une division euclidienne.
lapplication n— > r, de N dans [0,b[ ne peut pas étre injective (sinon card (N) < b ) , il existe donc ng<n; tels
que Tp, = Tn, - On pose I'=n3 —ng et on a rp 47 = rn,. On a alors par récurrence :V n > ng dpyr = d,, €t
Tn+T =Tp

e on a Ty, = Tpyqr donc, par unicité du quotient et du reste de la division euclidienne dp,41 = dng,ry, €t
Tno+1 = Tnoyryr +
e sir, = r,+r la méme unicité donne 7,41 = 147 €t dy = dpar41



e Il en résulte que, pour tout n > ng, T+ =y €t dptr = dyy, ainsi

fles suites (rn)nen et (dn)nen sont ultimement périodiques

remarque : on ne peut pas prowver dn, = dp,+7 @8l x =22/7 , rog =16 mais dy # dg
3. Pour tout n > 1, d,, est le quotient de la division euclidienne de 10.7,,_1 par b ot 7,1 < b ainsi 10r,,_1 < 10b donc

0<d —E (107“;1

) < 10 . Et comme on a un entier : 0 <d,, <9.

n
T
4. Montrons, par récurrence sur n € N que x — <Z dk10k> = flO*”.
k=0

e vraisin=0: On a:a=dyb+ rg donc z — dy =

e On suppose x — (do + delo_k> = %10_”.
k=1

o
b

n bd, nt1)1071
On a 10.r,, = bdy+1 + Tn41 done Llo_n = (b1 + Tni) 107" =dp1 107" 4+ T‘n+110_n_1 .

Le résultat est donc vrai a I'ordre n + 1 en reportant dans la formule initiale.

9
Ona0< 1(;];.?) < 510"“ pour k > 1 et donc kEToo % = 0, ainsi la série Zdnlo_" est convergente et
+oo
v =do+» d,107"
n=1

remarque : c’est la démonstration du développement décimal d’un réel ; Uhypothése "x rationnel” ne sert pas ici.

PARTIE III

1. F est une primitive sur R de la fonction = — z f(z) de classe C* sur R, ainsi F est C*° sur R . [FF.€ E]

La linéarité de I'intégrale, assure la linéarité sur F de I'application L : f — F.

1. Pour tout = de R, on a
si > 0 les bornes de l'intégrale sont dans le bon sens et ¢t € [0,2] =t > 0 on a donc

.’,132

|F(x)|§/0 t\f(t)|dt§M/0 vt = M2

si x < 0 il faut remettre les bornes dans le bon sens et faire attention & multiplier les inégalités par des quantités
positives :

0 0 0 1.2
@l | [ tf(t)dt‘s [ s < v o=

syntheése des deux cas :

.’L'Q
Vr€R, |F(z)] < M-

2. Montrons, par récurrence sur n de N* , pour tout = de R,
2n

X
< — M.
fn@) < 5o M

e D’apres la question précédente le résultat est vrai pour n = 1.
e Supposons le résultat vrai & 'ordre n > 1. Pour tout z > 0, on a

’ < [T ag LY
n < L fn(t)] dt < 94 99 b= oM
sl [ dnols [ s = s

On obtient la méme majoration pour z < 0 en intégrant sur [z, 0] car Pexposant de ¢ est impair donc —t2" 1 > 0



3.

e Ainsi le résultat est vrai a 'ordre n + 1.

3. On a donc pour tout x réel |f,(z)| < 54

x?n
< — M.
2n x?n 9 n 1 xn 1’2
- M = 2"n!M = M. (x /2) - du type MF avec X = - La

2n
x
factoriel (n— > n!) emporte sur l’exponentielle (n—> X" ) donc lim ( M) = 0 et donc par majoration :

n—>+oco \ 27n/!

[(fn) converge simplement vers 0 sur K|

1. fo = sin est évident.

Les calculs donnent en faisant des intégrations par parties :

x xr
fi(x) :/ tsintdt = [—tcost]y + [ costdt=—zcosz +sinz
0

f2(z)

2. Montrons, par récurrence sur n € N* que,

0

2
/Otfl /Ot costdt + fr(x)
_ < s1nt 2t smtdt) + fi(z) =

0
—2?sin(z) + 3f1 ()

—2?sin(z) + 3 (—x cosx + sin x)

pour tout = de R,

frnr1(z) = 2n+ 1) fu(z) — ngnfl(xy

e vrai si n = 1 d’apreés le calcul précédent : fo(x) = 3f1(z) — 22 sinz = 3f1(x) — 2% fo(2)

e Supposons le résultat vrai a 'ordre n

>1ona

fusale) = [thnie= [ t[ent DA -2 |

on effectue une intégration par partie :

d’apres la définition de la suite (f,,) :

fn+2 (t) =

d’ou le résultat a 'ordre n + 1.

/z(2n + D)tfn(t) dt — /JC t2tf_1(t) dt
0

0

en prenant u = t2, du = 2tdt et v = f,(t), dv = (f,,) (t)dt = tf,_1(t)dt

@+ Do) = ([0, - [ 2t ar)

(2n+1) foya(z) — m2fn(x) + 2fns1(2).

VneN* Ve eR, foi(@) = 2n+ 1) fu(z) — 2% fr1(z). ]

existence

Etablissons, par récurrence sur n € N, 'existence de deux polynomes P,, @, € F,, , tels que :

Ve €R, fu(z) = Py(z)sinz + Qn(x) cosz.

On a fy(z) =sinz donc Py(z) =1 et Qo(x

) = 0 qui sont des polynomes de degré 0

On a fi(z) =sinz — zcosz donc Pi(z) =1 et Q1(x) = —x qui sont des polyndomes de degré < 1
et Py(x) = — + 3 et Qa(x) = —3x polynomes de degré < 2

L’existence est établie pour n =0,1,2

Supposons le résultat vrai a 'ordre n > 2.



Pour tout x de R, on a

fari(@) = @n+1)fa(e) = 2®fu1(@)
= (2n+1)P,(2) — 2®P,_1(z))sinz + ((2n + 1)Qn(x) — 22°Qp_1(x)) cos z.

Si on pose : avec

an-i-l(x) = (Q’R + l)Pn(x) — 332Pn—1 et Qn-‘rl(x) = (27’L + 1)Qn(x) — $2Q”_1‘

on a bien f,11(x) = Ppy1(z)sine + Qny1(x) cosz avec Ppio et Qpia , polyndmes par produit et combinaison
linéaire de polynomes et d°(Ppi2) < n+ 2, d°(Qni2) < n+ 2 d’apreés le degré d’une somme (d’un produit) de
polynémes.

Avec les hypothéses de récurrence, on a bien Py, y1,Qnit1 € Fpt1, Aot résultat vrai a l'ordre n + 1;
pour tout n il existe P,, Q, € F,, telles que :

Ve eR, fn(z)= P,(x)sinz + Q,(x)cosz.

remarque : n’oubliez pas de vérifier "polynome” et le degré
unicité :

On suppose qu’il existe deux décompositions différentes Vo € R,
fu(z) = P(z)sinz + Qp(z) cosz = Ry, (z) sinx + Sy, (z) cos ©

avec les conditions de degré .

Pour tout k € Z on a f,(2kn) = Q,(2kw) = S, (2k7). Qn — Sy, est donc un polynome de degré au plus n ayant une
infinité de racines. il est nul : @, = S,

T
de méme, avec 3 + 2k on montre P, = R,,.. D’ou "unicité des fonctions polynomes P, et Q.

par unicité des polynémes P, ( et @, ) la relation de récurrence trouvée ci dessus est la seule possible.

Wn e N,3(P,.Q,) € (F,)?, (Vz e R, fu(z) = Py(z)sin(z) + Qn(z) cos(z))|

2. On sait que pour tout n € N* et tout z € R
Poi1(z) = (2n + 1)Py(z) — 2%P,_1 ().

Comme Py(z) =1 et Pi(z) =1, on en déduit,par récurrence immédiate, que les fonctions P, sont des polynomes a
coefficients entiers (relatifs)

5. On suppose que 7 = P avec (p,q) € Nx.N*
q

n
1. P, = E pra® est un polynéme a coefficients entiers , donc
k=0

n

n k n
s P 1 _ _
Pu(5) =) _pi <2q> = —— pp(20)" " avec Y prpt(29)" P € Z

P (29)" = P

™

(CorPu3))  ez”

(£)*"
D’apres II1.2.2) : sin étant borné sur R et un majorant de [sin| étant M = 1 on a ici \fn(gﬂ < 242‘172

Or fn(g) = Pn(g) ( par définition de P, et Q,, ).
(5)"
il en résulte que ‘(Qq)"Pn(g)‘ < 27‘;

| . | | lim (29)"Pu(5) =0
par comparaison d’une factorielle et d’une suite géométriquen—-+oo 2 .




™
2. ((QQ)nP71(§)) est une suite d’entiers convergeant vers 0, elles est donc stationnaire nulle:

neN

= (2¢)" P,( g) = 0 ( seul entier inférieur & 1/2 en valeur absolue)

N | =

sie=1/2: INn>N = ‘(QQ)nPn(g)‘ <
2

2
Or comme 7w # 0, P,_1(7/2) = () (2n+1)P,(7/2) — Ppy1(m/2)) (résultat du calcul de IT1.4.1 )
v
Donc (P,41(7/2) = P,(7/2) =0) = P,_1(7/2) = 0 . et donc par une récurrence double décroissante (initialisé
avec Py (7/2) = Pny1(n/2)=0) : Yn<N : P, (n/2)=0.
le terme général est donc nul pour n > N et n < N , donc la suite est nulle.
absurde car Py(n/2) =1

[r n’est pas un rationnell

PARTIE IV

. par Pabsurde si sin(n) = 0 et n # 0, il existe un entier k # 0 tel que n = k7 donc 7 = % est rationnel : absurde

. Si on suppose que la suite est ultimement périodique, il existe donc ng € N et p € N* tels que :

YneN, n>ng= antp = an.

Or si p est une période, tout multiple de p est une période. On peut choisir un multiple 7 de p qui soit supérieur a
no .

Pour tout entier k supérieur ou égal a 1 , on a donc ay, = a, ainsi sin(k7) est du signe de sin(7) # 0 donc de signe
constant.

. Pour tout & > 1, on a sin(2k7t) = 2sin(k7) cos(k7) avec sin(k7) et sin(2k7) non nuls et de méme signe donc

cos(kt) > 0.
si k = 0 le résultat cos(0) > 0 est évident.

2. On a G =71Z+ 21Z = {n1 + 2kn, (n,k) € Z*}.

1.

G contient 0 et pour tout z,y € G, on vérifie aisément que z — y € G:
8’1l existe des entiers tels que t = nT+2km et y=mr+2x alorsz —y=(n—m)7+2(k—1)mr avecn—m et k—1
entiers

[G est un sous-groupe additif de K

. Sl existe a € R tel que G = aZ, alors comme 27 € G (prendre n = 0 et k = 1) il existe p € Z tels que 27 = pa de

-
méme il existe ¢ € Z tel 7 = qa. Comme a # 0, on en déduit que 7 = g— donc 7 € Q,absurde d’aprés la troisiéme
P

partie.ﬂa €EZ,G=al

. On pose GT =G ﬂR+* (ensemble des éléments strictement positifs de G' ). G est un sous-ensemble non vide de

R (car G contient 27 ) minoré par 0, il posséde donc une borne inférieure a > 0.

. On suppose que a € GT alors a > 0

e comme G est un groupe additif, s € G = 2a = a+a € G --- Parrécurrence ka € G = (k+1)a=ka+a € G
comme somme de deux éléments de G .:aZ C G

e Soit x € G et x # 0. Notons k = E(g) alors g = ka+1r avec 0 <r <aetr=g—ka € G comme différence
d’éléments de G . ¢

e Comme a est la borne inférieure de G et que 7 < a on a obligatoirement r ¢ G, on a donc 7 < 0 . Donc r = 0
et x = ka ainsi G C aZ.
et donc G = aZ

absurde d’aprés 4.2.2 ]inf {G+} n’est donc pas élément de Gﬂ.

. Supposons que a > 0.

Comme 2a > a , 2a n’est pas un minorant de G il existe donc g € G tel que g < 2a.
De méme g n’étant pas un minorant de G; il existe donc ¢’ € G tel que ¢’ < g < 2a.

Les éléments étant dans G a < ¢’ et méme a # ¢’ car a ¢ G
Onal0<g—g <aavecg—g €GT, absurde car a est la borne inférieure.

WG =0



. Comme inf G = 0, pour tout n € N,10~™ n’est pas un minorant de G* et donc il existe g, € GT tel que

gn < 107™.De plus g,, > 0 par définition de G .

. Soit = un réel.

Pour tout n € N on pose \,, = E(i), donc z, = A\p.gn €G (car g, € Get \y €Z ) et 0 <z —x, < g, < 107"
g

n
Ainsi la suite (x,)nen d’éléments de G converge vers .

. 2r . :
. D’apreés la question précédente , pour x = —, il existe une suite (y,)nen d’éléments de G qui converge vers z. Pour

tout n, il existe deux suites (ky)nen et (In)neny d’éléments de Z tels que, pour tout n € N y,, = k,7 + [,,2w. Par
continuité de la fonction cosinus, on a

1 2
—g = cos (;) = lim cosy, = lim cos(k,7).

n—-+o0o n—-+o0o

Comme la fonction cos est paire, quitte & remplacer k, par —k,, on peut supposer k, € N.

1
Finalement, il existe une suite d’entiers positifs (k,)nen telle que la suite (cos(k,T))nen converge vers —3

. Or on a montrer au début que la suite (cos(k,7))nen est & valeur dans RT | donc , si elle converge, sa limite est

positive : absurde
la suite (a,)nen nest pas ultimement périodique]

PARTIE V

1. Soit a = (an)nen un élément de QP.

1.

Les éléments de la suite a ont un nombre fini de valeurs distinctes (au plus no + T avec les notations de la premiere
partie ) , la suite a est donc bornée . Posons M = sup (|a;|).

La majoration 0 < |a,z"| < M|z|" montre que la série entiére Zanxn converge absolument pour |z| < 1, elle a
donc un rayon de convergence vérifiant R, > 1.

Si la partie périodique contient un terme non nul alors la suite (a, ),y ne tend pas vers zéro et donc R, < 1.

Si la partie périodique ne contient que des termes nuls alors la suite est stationnaire nulle et la somme de la série
entiére est un polynéme . R, = 4o0.

Finalement R, = +0o0 si et seulement si la suite est stationnaire nulle. . Dans le cas contraire, R, =

’no—l

. Lorsque R, = +00, la somme de la série entiére est le polynéme E anx™.

n=0
Sinon on peut faire un regroupement en utilisant la période :
+oo nog—1 no+7T—1 400
Ve € ]-1,1], Zanx Zan:c + Z Za ZHRT
= n=no
no—1 no+71—1
Q(z)
= L ) WZ Pla)+ 727
n=ng
nog—1 no+7—1
ou P(x Z anx” et Q(z Z anT
n=0 n=ng

[La somme de la série sur | — 1, 1] est donc une fraction rationnelle]

2. Soit Z anx™ une série entiere de rayon de convergence R > 0, dont la somme est la restriction a | — R, R[ d’une fraction

rationnelle F(x).

Il est clair, d’apreés la question précédente, que si R # 1 ou R # +o0, la suite (an)nen ne peut pas étre ultimement

périodique (

1 =
=Y
n=0



Le résultat reste faux méme si le rayon de convergence est 1 :

+o0 1
Ve €] —1,1], Z(n—i— 1)z™ = e

n=0

Cependant, la suite a = (n+ 1),en, posséde une infinité de valeurs distinctes; elle n’est donc pas ultimement périodique.

3. On définit maintenant la suite (a,)nen par :

ap=1etVn eN, as, = a, et agp41 = —an.
1. aoil,al :7614():71,(12:(11:71,&3:70,1 :1,a4:a2:71,
a5:—ag:1,a6:a3:1,a7:—a3:—1,a8:a4:l,ag:—a4=1,a10:a5:1~~-

la = (la _17 _la 17 _17 la 1; _17 _la 17 17 e )l

2. La suite a est bornée, donc la série entiére E anz™ a un rayon de convergence R > 1. On a |a,| = 1 pour tout

n € N donc la série Z |ay| est divergente et R < 1.
Finalement R = 1.
3. On note S sa somme sur | — 1,1].

—+o0 +o0
Ve € |—-1,1], S(z) = Z agnr®™ + Z agp 22"t

n=0 n=0
+oo +oo +oo “+o0o
2 2
= g anz®™ + E —apz? Tt = g ap (") —x E ap, (z™)
n=0 n=0 n=0 n=0

(;— z)S(2?).

Pour tout z, z €] — 1,1[ et n € N*, on a donc par récurrence :

S() = ) [T —@). (+)

k=0

. n+1 ) . - . .
Pour z €] — 1,1[, on a hrf #2"7) = 0. S étant continue en 0 (somme d’une série entiére sur le disque ouvert de
n—-+oo

convergence) il vient lirJrrl S(ar@n“)) = S5(0). Or S(0) = ag = 1, ainsi
L k
S(z) = lim (1— 23,

n—-—+o0o
k=0

4. Soit n donné dans N. On peut écrire en répartissant le dénominateur sur les n premiers facteurs de expression ()
ci dessus : ) .
S(Qﬁ) i 1-— .13(2 ) n n+1
P\ ) (1= 2@Ng(2CN.
= (25 ) s

Si on prend la fonction ¢ : z— > 22 elle est dérivable en 1 de dérivée 2% donc

1 — 229
lim (m — ok
xr—> 11—z

Comme |S(z)| < 1 (d’aprés la question précédente) et comme lim (1 — z(2")) =0, on obtient
r—1—

Jm (o) =0

S(z) est donc négligeable en 1 devant toutes les fonctions puissance (1 — z)™ .

!

(x

(z

Or si F est une fraction rationnelle on peut factoriser dans F': F(z) = (1 —z)® , P et Q) n’ayant pas la racine

o

F
1. On a alors lim ﬂ =+oo dés que n > «
r—1— (1 — l’)n

Donc S(z) n’est pas une fraction rationnelle. absurded’aprés V.1

[(@n)nen nest pas ultimement périodique




