D’apres CCP 2006 -PSI
Partie 1.

1. D’aprés la formule du binéme de Newton on a :

2. OnadoncVn e N, ay = a.

3. Les séries E an et g a, sont grossiérement divergentes si aw # 0 , et trivialement convergente si a = 0

a, converge < a =0 ; a’ converge & « = ()
g ; n g

1. La formule du binéme de Newton donne maintenant :

1 )
27(2 + 1)IL

Vn eN, a; =

2. On a une série géométrique de raison ¢ = z vérifiant |¢| < 1 . Elle converge donc et

> 1
A(z):sz: T
n=0

z+1 141z
Comme |z] <1 on a ;' < ﬂ <let Za; est donc aussi une série géométrique convergente de somme :
1 2
* —_ —_ —_—
> an= T = 24(2)
n>0 2

e La série E an est géométrique et diverge vue sa raison.
e Siz=—2alors a; = (—1/2)" est le terme général d’une série géométrique convergente.

* : 2 2 . .
e (ar) est une suite géométrique de raison

.1 i0/2 | ,—i0)2 ‘
e ; = ¢!0/2 (e J;e ) = cos(0/2)e??/?

T =

.Comme 6 €]0, 7], |r| = |cos (6/2)] €]0, 1] donc ZafL converge et

= 1 2 ie=10/2
RZ:O R P ) sin(0/2) Hicotan(6/2)

> aj, =1+icotan(6/2)

n=0

Partie II.

n

1. k étant fixé n— > (k

) est un polynome en n dont on peut trouver I’équivalent.

k)~ k! Tn—deo Ty

(n) nn—1)...(n—k+1) nk

Par croissance comparées,la suite géométrique I’emporte sur la puissance. On a donc




2. g étant fixé, S;(n,a) est alors une combinaison linéaire de suites de limite nulle (le nombre de termes de la somme
est constant) et
lim S,(n,a) =0

n—-+oo

3. Par définition de la limite :
Ver > 0,3n ,n>n = |ay| <&

donc pour tout k > n1, |ax| < 1. Lasuite Sy(n, a) étant de limite nulle, il existe ng tel que Yn > ng, |Sy(n,a)| < e1.
On a alors pour n > nj et n > ng

e 5, (e £ e 5
k=q+1 k=q+1 k=q+1
Mais > (Z) <> <Z> =2" et donc
Vn > no, |a’;kz| < 251

S . L
pour tout € > 0 , on prend ¢; = 5 il existe donc n; et no définis ci dessus . On prend N = max(nq,ng) :
n>N=|a,|<e
et on a montré que

lim (a,)=0= lim (a))= O‘

n
n——+o0o n——+oo

4. On introduit la suite b définie par Vn € N | b, = a, —[ . On a alors

n n

* 1 n _i n 7i - n —aF —
VnGN,bnTl’;}(}g)(akl)%;(k)ak 2n’;)<k)lan l

d’apreés le calcul de 1.1 , avec « =1 . On se raméne donc au cas précédent :

comme lim (b,) =0ona (b)) et donc :

lim
n—-+o0o — 400

lim (a)) =1
n——+o00

5. Sia, = (—2)" alors (a;,) est une suite convergente de limite nulle alors que (a,) est une suite divergente.

Il n’y a donc pas équivalence entre les convergences de (ay,) et de (a)).

1. Un calcul des premiers termes donne :

.aazao,T():ao,U():SO

a0+a1 _3a0+a1

oaT:T , T , Uy =3ap+ a1 =25+ 51

2 7 4
oa; W ,ngw,U2=7a0+4a1+a2=350+351+52

3 3 15 11 5
° ag:a0+ a1+ 54z + a3 , T3 = do + 11la1 + 5az + ds , U3 = 15ag + 11laq + 5as + a3 = 459 + 651 + 455 + S3

8
Le systéme qui donne la décomposition de U; sur les S est triangulaire et ne pose aucun probléme.

La formule précédente est vraie pour n = 0,1,2,3. Soit n > 3 tel que la formule soit vraie au rang n — 1.

n—1
n
Un—l = Z <k+ 1> Sk

k=0



On remarque que
* - n
U, =2"T, =2U,_1 + a, = 2U,,—1 + kg_o (k) ag

On utilise alors la remarque de ’énoncé pour exprimer aj a ’aide de S et Sp_1. On coupe la somme en deux et
on fait un changement d’indice pour faire apparaitre les Sy dont on cherche le coefficient :

B0 0n5m B0 B () B0 () e

Avec I’hypothése de récurrence au rang n — 1, on a donc compte tenu de S_; =0 :

U":2§<k+1>5k+z (( )‘ (kil>)5k+sz,§(<2) +(kil>>s’“+s"

1
La formule de Pascal : Vn € N | Vk € [[1..n]] : (k " 1) + <Z> = (n;r > permet alors de montrer le résultat au

rang n.
n—1 n
n—i—l) n+1
=S (1 )sers =X (1))
k_o(kJrl —\k+1
n n+1
\' N, U, = S
neN =3 (1)

C’est le méme calcul que dans la démonstration par récurrence de la formule du bindme de Newton.
+oo

3. La suite (S,),, oy converge vers S = Z an on a donc aussi  lim ( S,—1) =9, la question 1.1 indique que
o n—>+oo

. 1 <& /n
g ()5 =5
k=0
Si une suite (v,) converge , la suite (v,+1) converge vers la méme limite donc :
1 &+l
nLJrOCQnHZ( >S’f 1=5
On fait alors un changement d’indice

n+1
n—>+oo 2"*1 Z (k + 1)

et donc comme
I w— (n+1
Tn =5 Un — 5
U 2nz<k+1)s’c

on obtient en utilisant S_; =0 : lim (7,,) = 25. La série Z a;, converge et

[ee] [ee]

*
E a, =2 E an,
n=0 n=0

4. Sia, = (—2)" alors Z ay, diverge alors que Z a;, converge.

Il n’y a donc pas équivalence entre les convergences de Z an et de Z ay.

Partie III.

remarque 5/2 : corrigé rédigé sans utiliser les séries entiéres qui , il est vrai , simplifient un peu la dérivation et l'intégration
termes a termes. Si vous citez des théorémes justes votre réponse 5/2 sera, bien sur, juste.




n

. Pour tout réel x la série Z ﬁ
n !

série convergente (de somme exp (|z]) . f est définie sur R.

" ="

T

converge absolument par majoration :0 < | ——
(n+1)!

terme général d’une

- nl

ici , comme dans les questions suivantes on peut utiliser la régle de D’Alembert si x # 0 et traiter 0 comme un cas
particulier.

. Ona
f 33”+1 +0oo "
Ve e R, f(x) = — = —=e"-1
| |
o (n+1)! — n!
1—e 7
. On en déduit que e™*f(x) = R #0. Enz=0,f(0) =1 (tous les termes de la somme valent 1 sauf le
x
premier)
1—e™™ |
et @) =4 5 s #0
lsiz=0

Remarque par convetion (et contiuité) x— > x° est la fonction constante 1 sur R .Si vous avez pris une autre
convention , vous avez une fonction continue par morceaur égale ¢ x— > e “f(x) sauf en un point , ce qui ne
change rien dans ce probléme puisqu’ensuite on intégre la fonction.

2 1 1
. On a au voisinage de u =0 : In(1 —u) =u — %—l—o(uz) et Tt 1—u+ o(u) . Donc comme Z tend vers 0
u
0 <wg| =1 1+1 L1 :
w = n —_ —_ — ~ fo%e)
= k) k1+L] T 282

et c’est donc le terme général d’une série absolument convergente.

. Soit v, =0, —In(n) ; on a v, — vy41 = wy,. Or, la série E (vp, — vpt1) converge donc la suite (v,,) converge.

Y ER,0, =In(n) + v+ o(1)

. On a donc 0, ~100 In(n) << n

T ]

opx” 2|
=z
n! (n—1)!

n!

Vr e R, Vn €N,

Lo On . . L .
La série E —'aﬁ” converge absolument par majoration par une série convergente .
n!
Pour montrer que g est C' et calculer ¢’ on utilise le théoréme de dérivation sous le signe E :

On .
e la série Z —T:E” converge simplement sur R
n!
o > 2" _an=1) gin>1
e VneN (m— > —Tx") est C' de dérivée (n—1)! =
v 0sin=0
remarque : sin =0 et =0, 0~! pose probleme

o Lasérie Z %x"‘l converge normalement sur tout segment [a, b] car sur [a, b] on a, en posant A = max (|a| , |b|)
n—1)!

On

(n—1)!
" An—2

hA”_l << ﬁA"—l ~ mA terme général d’une série convergente.

e Donc la somme de la série est C! sur R

On

(n—1)!

xnfl S Anfl

série convergente car

+oo
ge C*(R,R) et V2 € R, ¢/(2) = Z —_gnt

n=1




2. On a donc :

+oo p +oo o +o00o o
’ _ nt+l n “n n _ n+1
Va:eR,g(x)—g(x)—Z T Zn!x —27 _ZnJrl f(z)
n=0 n=0 n=0 n=0
1
car 0,41 — 0y = —— que n soit nul ou non nul.

n+1
3. On a donc une équation différentielle linéaire du premier ordre.

e ¢quation homogéne : ¢’ — g = 0 : solutions du type g, = Aexp
e variation de la constante : si g = \.exp vérifie ¢ — g = fon a pour tout z réel :

(N (@) exp(z) + A(@) exp(z)) — A(z) exp(@) = f(z)

donc X (z) = f(x)exp(—x).Il existe une constante C' telle que g(x) = (C +/ exp(—t)f(t)dt) exp(z) . Or si
0

x=0onag(z)=0caroy=0

Ve € R, g(z) = exp(z) F(z)]

1. F est une primitive de la fonction continue sur R : z— >

1—e 7T B 1— Z+°<(’) (==)" 400 (_1)n+1

Ve e R*, e7“f(z) = = n=0 nl — "
T T n!
n=1
La formule restant vraie si x = 0.
On peut intégrer terme a terme cette série par converrgence normale.
+oo (_1)n+1
° Z -~ 2" ! converge simplement sur R
n!
n=1
-1 n+1 ) o “+o00 1 n+1
e pour tout n : z— > %x”fl est continue sur R ainsi que z— > Z %x”fl =z f(x)
n! n!
n=1
(_1)n+1 An—l An—l
e On a convergence normale sur tout segment [a, b] : L anli< <
n! n! (n—1)!

e Comme F(0) = 0, on obtient

(«) ?“W“
’ |
ot n.n:

—1)nt1

"

e 1 |

T=2

2. 5/2 : On "écrit que g(z) = F(x).exp(z) on calcule le produit de Cauchy des deux séries entiéres définissant F'(z)
et exp(z) . par identification (unicité du développement en série entiére) on a l'expression voulue.

n!

On peut aussi prouver la convergence de la série E /
0

5. En regroupant les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs, on a
n n
1 1
R I
k=1 k=1
n n

O9n ik Z

k=

En faisant la différence, on obtient
O2n — T2n = On

Or o, =In(n) + v + o(1) donc 72, = (In(2n) + v+ 0(1)) — (In(n) + v + o(1)) = In(2) + o(1).

La suite 79, tend vers In(2) . comme 79,41 = 7o, — tend aussi vers In(2) , la suite (7,),,cy converge vers In(2)

2n +1
+o00 (_1)k,+1

. =In(2)

n=1



1. On utilise de nouveau o,, ~ In(n) << n

e si|z| >1: o,z|" > 0, diverge vers I'infini : divergence grossiére
e si|z| <1o0,z|" <<n|z|" donc n?c, |z|" tend vers 0 : on a convergence absolue.

2. sur [0, 1], chaque fonction z— > z™ est croissante et comme o, > 0 : ¢ est croissante sur [0, 1]

—+oo n —+oo —+oo n k+1 —+oo n k—+1
1 1 1 <~ (—1)k+pl 1 n\ (—1) )
3. On a ¢(1/2) = Z <2> op = Zﬁnhn = Z%Zm = ZQ—nZ (k)k . On reconnait
n=0 n=0 n=0 k=1 n=0 k=1
. . (_l)nnl
Zan 810nposean:Tpournzlet ap =0
+oo “+oo
Comme on a Z an = In(2) : La partie IT montre que Z a; est convergente et Z a;, =2In(2)
n=0 n=0

(D) e

Il restait un petit bout de probléme pour compléter ’étude de la fonction ¢ .




