Partie 1

Les polynomes P,, sont des polynémes de Legendre. Ils peuvent apparaitre dans plusieurs type de probléme.

3 T 5 3
Po=1,P =X,P,=-X?—=- Py=—-X3-2X|
2 2 2 2

2. Pour tout n € N, la fonction f,, est paire.

Or la dérivée d’une fonction paire est impaire et celle d’une fonction impaire est paire. Par conséquent

[P, une fonction paire si n est pair, impaire si n _est impair]

N

pk)
3. On utilisera plusieurs fois la formule de taylor : si P = Z ap(X — z0)* alors oy, = %
k=0 ’
1
e f, est un polynome de degré 2n et de coefficient dominant Sl En dérivant n fois le terme dominant on obtient :
n!
. . . . 2n)!
P, est un polynome de degré n de coefficient dominant ———
(nh)22r
- . . @myr 4 24 3 (2n)! 6! 65432 5
vérification sin = 2 : 22— @222 6~ 2 sin= 3m(n!)22" ~® 38 663 2
e Par parité si n est impair P,(0) =0
Etude si n = 2p est pair ::Par le binome de Newton :
2p 2])
2 2 2p—k 2k
1) — _1)2p
@1 =Y () oy
k=0
On cherche qbéip ) (0) . On cherche donc le coefficient de X2 donc k = p :
2 2p )
o5 0 = o (1) -1y
donc : (1) ) (29)!
- p P):
P O = 2 ' = —1 p
22 (0) = 220 oyt %) (p) D iy
si n est impair P,(0) =0, si n = 2p est pair P,(0) = (=1)P (p)!
p n - I - p p n - 22p(p!)2
Le méme type de calcul donne :
. . . . . 2p+1)!
si n est pair P/ (0) =0, si n=2p+ 1 est impair P, (0) = (—1)” 220 (12
Srifieation - i . (2p)! 2! 1 (2p + 1)! 3! 3
vérification : sin=2: P(0) = (—1)1’2217(27!)2 = (—1)2—2 =—5,sin= 3 Pi(0) = (—1)”W = (—1)2—2 =-3
o Ona(a+l) = ((z—1)+2) donc (z+1)" = Y ”>2k(x—1)"—’f L dot fu(z) = (z—1)"(@+1)" = 3 (”) 2k (z—1)2n—
k=0 k k=0 &
Si k = n le coefficient de (z —1)" donne f{™ (1)
(n)
n!

et donc

vérification sin =0,1,2,3

c’est de la que vient le coefficient 2"n/!



4. La famille de polynomes (Py);_, est une famille échelonnée en degré : Vk d°(Py) = k . C’est donc une base de R,,[X].

sin=2:
1 0 —1/2
Mat(LX’Xz)(PQ,Pl,PQ): 0 1 0
0 0 3/2
On a alors :
10 —1/2\ " 1 0 1/3
Mat(py p,.py(1L, X, X*)=[ 0 1 0 =101 0
0 0 3/2 0 0 2/3

5. La formule de Leibniz dit que si f et g sont C™ : (fg)(”) = Z (Z) ) gn=h)

k=0
On a donc
FOP@) = (@ = Df@) " = @2 = DD (@) + (04 2)(20) fOD (@) + W(z) ) ()
= 2"l ((2® — )P, (2) +2(n + 2)2P,(z) + (n + 1)(n + 2) Py (2))
N (n+1)
fv(LT—L&-Jﬁ)(m) = (((.7:2 — 1)("+1)> > _ (2(,” + 1)Z‘fn($))("+1)

(2n+2) (/D (@) + (0 + 1) S5 (@)
2"n! ((2n + 2)z P} (z) 4 2(n + 1)°P,(z))

en identifiant :
(2 = )P, (x) 4+ 2(n + 2)x P (z) + (n + 1)(n + 2) Py(z) = (2n + 2)x P (z) + 2(n + 1)*P,(x)

soit

(2 = 1D)P," () +22P.(x) —n(n+ 1)P,(z) =0

6. On a les deux propriétés/définitions :

a est racine de P d’'ordre @ <= (X —a)® divise P et (X —a)*"" ne divise pas P
— Vk<a,P®@)=0et P™a)#0

1. par définition méme de f,, , +1 et —1 sont racines de f,, de multiplicité n .
2. donc en dérivant +1 et —1 sont racines de f,(f) de multiplicité n — k
3. Montrons par récurrence sur k € [0,n] la propriété Py : " f,(Lk) s’annule exactement k& fois sur | — 1, 1[."

e Py est vraie.

e P; est vrai: f, étant nul en —1 et 1 et étant dérivable sur [—1,1] , f,, admet une racine ¢ sur | — 1, 1[.
On a donc un polyndéme degré 2n — 1 dont on connait deux racines d’ordre n — 1 (-1 et 1) et une autre racine (
¢ ). Comme 2(n — 1)+ 1 =2n — 1 le nombre de racines (avec multiplicité) est égal au degré. On a toutes les
racines de P,.

e Supposons Py, vraie pour un certain k € [1,n — 1]. Notons ayq, ..., ay les racines de f,(lk) dans | — 1, 1] classées
par ordre croissant.
Comme n —k > 1, f®(-1) = f¥)(1) = 0. Notons ag = —1 et apy1 = 1.
Pour tout i € [0,k], f* () = fE+H D (ig1) = 0, ¥ est CF sur [as,a:41], : d’apres le théoreme de Rolle, il
existe 3; €]as, ait1| tel que fFFY(3,) = 0.
on obtient donc ainsi k + 1 racines distinctes de f{*+%) dans ] —1,1]
On a donc k + 1 racines sur | — 1, 1 et deux racines de multiplicité (n —k — 1) , soit en tout (2n — k — 1) racines
comptées avec leur multiplicité. On a atteint le degré du polynéme . il n’y en a pas d’autre.

e ce qui prouve Pii1.

e La récurrence est établie: Py, est vraie pour tout k € [0, n].



En particulier, P,, assure que f,(L") donc aussi P,, admet exactement n racines sur | —1,1[ , et il n’y en a pas d’autres
a cause du degré.

[P,, admet n racines simples toutes sur | — 1,1]

PARTIE 2

e f et g étant continues sur [—1,1] , fg y est continue . donc l'intégrale existe
les fonctions étant & valeurs réelles , ¢ est a valeurs réelles.

e ¢ est symétrique par commutativité du produit.

e ¢ est linéaire a droite (donc bilinéaire par symétrie)

V(g h) € BLYACR /_11 FO)(g() + h(8))dt = /_11 F(t)g(t)dt + A/_ll F(Oh(t)dt

e enfin ¢ est définie positive car :

— lintégrale d’une fonction continue par morceaux positive est positive

— lintégrale d’une fonction continue par morceaux , positive , strictement positive et continue en un point , est
strictement positive.

1
o Y (f,g,h) € B3, ¢(fh,g) = &(f, gh) est évident : les deux quantités valent / f)g(e)h(t)dt
—1

1. On effectue une intégration par partie avec u = £V et v = ¢ qui sont bien C* sur [-1,1] . Et comme d’aprés

1.6.2 fm=Y1)=fm=H(-1)=0

TT T
/_ APl = - / £ (t)g' (1)t

—1

On peut refaire une intégration par partie si m > 2

On a par récurrence :
+1

1

vi<m: [ Og0d = (-1 [ g0

-1 -1

e la propriété est vraisii=0et i =1

e si elle est vrai au rang ¢ < m on peut encore faire une intégration par partie avec : f,(,f_l)(l) = f},ﬁ‘l)(—l) =0
et donc vérifier la formule au rang i + 1 .

+1 1
En particulier si i = m : | f0 ()g(t)dt = (—1)™ / Fn()g™dt
-1 —1

Si on suppose que @ est un polynéme de degré < m — 1 on a alors Q(m) =0 et donc

1
VQ € Ry,_1[X], / 1 M @Qt)dt = 0

1
2. On a donc aussi V@ € ]Rm_l[X],/ P, (t)Q(t)dt =0

-1

1
orsik#lonak<loul<k donc/ Py (t)P,(t)dt = 0 soit ¢ (P, P) =0 .
—1

la famille (P;),_, est orthogonale
k=0 g

3. On applique le principe du a) avec g = f(m) .Ona

1 1
/ S (1) £ ()t = (~1)™ / FEM(8) fon ()t
_ —1



Or f,, est un polynome de degré 2m et de coefficient dominant 1 donc fr(fm) = (2m)!

1 1
| s @ = omemy [ @ - yra
-1 —1
1
Soit alors J,,, = / (t> — 1)™dt , une intégration par partie en posant u = (t> — 1)™ , v = t donne :
-1

:—Qm/ 22— 1™ dt = —2m(Jpm + Jm_1)
don 2 (2m)(2m —2) - -2
m m)(2m —2)---
J = — o1 = (—=1)" J,
m=gmyromt = (1) @em+1)2m—1)---37°
(2m+1)! _ (2m+1)!

or Jo=2,02m)(2m—-2)---2=2"m! , 2m+1)2m—-1)---3 =

2m)(2m —2)---2  2mm|

22m !2
g g 2mmt?
(2m+1)!
") gy ) “mm!? 2 1 b ) ) 2
@) d M) A () dE = 2 — et ||P]" = —— ) I () dE = ——r
wadone [ OO0 =25 e PP = s [ AP0 0 = 52

. Un base orthonormée de R,,[X] est :

1. On vient de prouver qu’'on a une base . Comme X P, est de degré n+ 1 , les ()\i)ﬁ:; existent

K2
. Ona

e d’'une part ¢(XP,, P;) = Z Me®( Py, P;) (par linéarité) = \; || P; || car la base est orthogonale.

e d’autre part ¢(X Py, P;) = (b(Pn, XP,) (par la propriété de ¢ vue a la premiére question)
ori<n—1=d°(XP) <n= ¢(P,, XP;) =0 d’apres la question précédente :

Vi<n—2,\=0

. Comme la base (P;) est échelonnée en degré , le terme dominant de Z A P; provient de A1 P,4+1.0n a donc :
i=0
(2n)! (2n +2)!
12n:)‘n+1 N29n=2
(n!)22 ((n+ 1322
2n+1)? n+41
(2n+2)2n+1) 2n+1

d’ott Apyq =

1
. Onao¢(XP,, P, = / tP,(t)?dt . On connait la parité de P, d’aprés 1.2 . On intégrer donc une fonction impaire
-1
sur un intervalle symétrique par rapport a 0 . ¢(X P, P,) = 0 et dong comme ci dessus A\, =0
n
. enfin \,,_1 ||Pn_1||2 =¢(XP,, Pro1) = ¢(Pn, XPp_1); Or X P,_1 se décompose dans la base (P;): XP,_1 = Z 1 B

n
2n—1
et par linéarité , comme la base est orthogonale :¢(Py,, X Py_1) = p,, || P,]I*> , dout

. le b) donne p,, =

2
L= ||Pn||2 _ n ntl _ n
Pl -1k 2+l
n—+1 n
>1ZXP,,L:7" Pn—
rm— DT I T

comme dans la premiére partie on vérifie pour X P; et X P,



4. Remarque les dénominateurs sont tous non nuls car les racines sont toutes simples d’aprées le 16

1. On a L,(Il) =1let Ll(IE]) =0siz %j
2. On a n polyndémes dans un espace vectoriel de dimension n . La famille est une base si et seulement si elle est libre.
Or si Z AiL; =0, alors en prenant la valeur en z; il reste A;.1 4 Z A;.0 =0 et donc A\; = 0.

i=1 i#j
le calcul est valide pour tout j € [[1,n]] , donc la famille est libre .

(L;);_, est une base de R,,_;[X]

n

De méme pour tout polynéme @ € R,,_1[X] , comme on a une base @) se décompose Q) = Z AiL; et la valeur en
i=1

z; donne \; = Q(j)

n—1

VQ € Ru_1(X], Q(z) = Y Qa;)L;

i=1
1
51':/ L
-1

4. On écrit la division euclidienne de Ppar P, : P=QP,+ Ravecd’(R)<n—1
on a alors Vi € | |, P(x;) = R(z;) car les x; sont racines de P,

et/ t)dt = / Q) dt+/11R(t)dt. |

Or d’apres I1.2 le degré de P on a d°(Q) < n — 1. on peut utiliser I7.2 : / Q) P, (t)dt

-1

3. Il suffit d’intégrer 1’égalité précédente

1
Enfin la question précédente donne : / R(t)dt :Z B;R(x;)
-1 =

1 n
VP e Rgn_l[X] s / P(t)dt = Zﬁzp(xl)
-1 i=1

n

1
2
5 Ona: / P, (t)%dt = d’apres I1.2 et Z Pp(;)*> = 0 toujours car les x; sont racines.

—1 2n—|— 1 =1

[égalité n’est pas toujours vraie dans Ro,[X]

1. si f €Ropq[X]onaI(f)— Ju(f) =0
2. Lj est un polynéme de degré 2n —2 < 2n — 1. donc I (L}) = J,, (L3)
1

On a en remplagant : 3, = / Li (t)dt .. On intégre une fonction continue positive , strictement positive en xy,
-1

donc :
B >0

3. On a aussi I(P?) — J,(P%) = 2
n n 2n+1

4.
1

I 2n — 2nd —
o I(z°™) [1x T= 5T

(2n)!
(nl)22n

? 2n)! \?
) .On peut écrire P2 = ((n!)22") (m2" +5)

° Pz est un polyndéme de degré 2n de coefficient dominant (

avec d°(S) <2n—1. d’on

1P~ J(P2) =1 <<(7(3)Z)2')2 x2"> —Ja <((S)’;)2'>2 :c2"> = <(g)’;)2'>2 [1(@®") — J(2%"))




et donc :

e donc

or

1(,.2n 2ny __ 2. (n')22n :
I'(@™) = Jn(z™) = (2n+1)( (2n)! )

e =225 (- () )

(n)?2"  (24---(2n))n! n! . 23.-m
= (2n)!  (1.23---.(2n)) 135---(2n—1) 1.3---(2n—1)
EPLL n
on peut aussi vérifier que si u, = % , ug = 1 et la suite décroit car Yntl _
2
J 2n <
@) = g

5. Mo, existe car f(™) est continue sur le segment [—1, 1]

6. Si Q est le polynome de Taylor de f a l’ordre 2n — 1 on a comme 2" > 0

M2n$2n
(2n)!

Vo € [_171] ) |f(x) - Q($)| <

_24 n <

35 2n-—-1

7n+1 1
2n+1

Soit g(z) = f(z) — Q(x).Comme d°(Q) < 2n—1on a I(Q) = J(Q) donc I(c) — J(e) = I(f) — J(f)

o I < ! M2nx2nd o 2M2n
HE | e ™= @t
- M & M 2M
et |[J(e)| = 2515(%) < (2n)! Z;/Bix% = (2n)!J(932n) < m car 5, >0 .
4M
VfEE, |I(f)_J(f)| < m

6. Si f =exp , alors pour tout n M = exp(1)

7. la suite tend vers 0 (trés rapidement)

4e

I(exp) — J(exp) < @n+ i)



