
Partie 1
Les polynômes Pn sont des polynômes de Legendre. Ils peuvent apparaître dans plusieurs type de problème.

1. .
P0 = 1; P1 = X;P2 =

3

2
X2 � 1

2
; P3 =

5

2
X3 � 3

2
X

2. Pour tout n 2 N, la fonction fn est paire.
Or la dérivée d�une fonction paire est impaire et celle d�une fonction impaire est paire. Par conséquent

Pn une fonction paire si n est pair, impaire si n est impair

3. On utilisera plusieurs fois la formule de taylor : si P =
NX
k=0

�k(X � x0)k alors �k =
P (k)(x0)

k!

� fn est un polynôme de degré 2n et de coe¢ cient dominant
1

2nn!
. En dérivant n fois le terme dominant on obtient :

Pn est un polynôme de degré n de coe¢ cient dominant
(2n)!

(n!)22n

véri�cation si n = 2 :
(2n)!

(n!)22n
=

4!

(2!)222
=
24

16
=
3

2
si n = 3m

(2n)!

(n!)22n
=

6!

62::8
=
6:5:4:3:2:

6:6:8
=
5

2

� Par parité si n est impair Pn(0) = 0
Etude si n = 2p est pair ::Par le binôme de Newton :

(x2 � 1)2p =
2pX
k=0

�
2p

k

�
(�1)2p�kX2k

On cherche �(2p)2p (0) . On cherche donc le coe¢ cient de X2p donc k = p :

�
(2p)
2p (0) = (2p)!

�
2p

p

�
(�1)p

donc :

P2p(0) =
(�1)p
22p(2p)!

(2p)!

�
2p

p

�
= (�1)p (2p)!

22p(p!)2

si n est impair Pn(0) = 0 , si n = 2p est pair Pn(0) = (�1)p
(2p)!

22p(p!)2

Le même type de calcul donne :

si n est pair P 0n(0) = 0 , si n = 2p+ 1 est impair P
0
n(0) = (�1)p

(2p+ 1)!

22p(p!)2

véri�cation : si n = 2 : P2(0) = (�1)p
(2p)!

22p(p!)2
= (�1) 2!

22
= �1

2
, si n = 3 P 03(0) = (�1)p

(2p+ 1)!

22p(p!)2
= (�1) 3!

22
= �3

2

� On a (x+1) = ((x�1)+2) donc (x+1)n =
nX
k=0

�
n

k

�
2k(x�1)n�k . d�où fn(x) = (x�1)n(x+1)n =

nX
k=0

�
n

k

�
2k(x�1)2n�k

Si k = n le coe¢ cient de (x� 1)n donne f (n)n (1)

f
(n)
n (1)

n!
= 2n

et donc
Pn(1) = 1

véri�cation si n = 0; 1; 2; 3
c�est de là que vient le coe¢ cient 2nn!



4. La famille de polynômes (Pk)
n
k=0 est une famille échelonnée en degré : 8k d

�(Pk) = k . C�est donc une base de Rn[X]:
si n = 2 :

Mat(1;X;X2)(P0; P1; P2) =

0@ 1 0 �1=2
0 1 0
0 0 3=2

1A
On a alors :

Mat(P0;P1;P2)(1; X;X
2) =

0@ 1 0 �1=2
0 1 0
0 0 3=2

1A�1

=

0@ 1 0 1=3
0 1 0
0 0 2=3

1A
5. La formule de Leibniz dit que si f et g sont Cn : (fg)(n) =

nX
k=0

�
n

k

�
f (k)g(n�k) .

On a donc

f
(n+2)
n+1 (x) =

�
(x2 � 1)fn(x)

�(n+2)
= (x2 � 1)f (n+2)n (x) + (n+ 2)(2x)f (n+1)(x) +

(n+ 2)(n+ 1)

2
(2)f (n)n (x)

= 2nn!
�
(x2 � 1)Pn"(x) + 2(n+ 2)xP 0n(x) + (n+ 1)(n+ 2)Pn(x)

�
mais aussi

f
(n+2)
n+1 (x) =

��
(x2 � 1)(n+1)

�0�(n+1)
= (2(n+ 1)xfn(x))

(n+1)

= (2n+ 2)
�
xf (n+1)n (x) + (n+ 1)f (n)n (x)

�
= 2nn!

�
(2n+ 2)xP 0n(x) + 2(n+ 1)

2Pn(x)
�

en identi�ant :

(x2 � 1)Pn"(x) + 2(n+ 2)xP 0n(x) + (n+ 1)(n+ 2)Pn(x) = (2n+ 2)xP 0n(x) + 2(n+ 1)2Pn(x)

soit
(x2 � 1)Pn"(x) + 2xP 0n(x)� n(n+ 1)Pn(x) = 0

6. On a les deux propriétés/dé�nitions :

a est racine de P d�ordre � () (X � a)� divise P et (X � a)�+1 ne divise pas P
() 8k < � , P (k)(a) = 0 et P (�)(a) 6= 0

.

1. par dé�nition même de fn , +1 et �1 sont racines de fn de multiplicité n .
2. donc en dérivant +1 et �1 sont racines de f (k)n de multiplicité n� k
3. Montrons par récurrence sur k 2 [[0; n]] la propriété Pk : " f (k)n s�annule exactement k fois sur ]� 1; 1[."

� P0 est vraie.
� P1 est vrai : fn étant nul en �1 et 1 et étant dérivable sur [�1; 1] , f 0n admet une racine c sur ]� 1; 1[:
On a donc un polynôme degré 2n� 1 dont on connaît deux racines d�ordre n� 1 (-1 et 1) et une autre racine (
c ) . Comme 2(n� 1) + 1 = 2n� 1 le nombre de racines (avec multiplicité) est égal au degré. On a toutes les
racines de P 0n:

� Supposons Pk vraie pour un certain k 2 [[1; n� 1]]. Notons �1; : : : ; �k les racines de f (k)n dans ]� 1; 1[ classées
par ordre croissant.
Comme n� k � 1, f (k)n (�1) = f (k)n (1) = 0. Notons �0 = �1 et �k+1 = 1.
Pour tout i 2 [[0; k]], f (k)n (�i) = f

(k+1)
n (�i+1) = 0, f (k)n est C1 sur [ai; ai+1]; : d�après le théorème de Rolle, il

existe �i 2]ai; ai+1[ tel que f (k+1)n (�i) = 0.
on obtient donc ainsi k + 1 racines distinctes de f (k+1)n dans ]� 1; 1[
On a donc k+1 racines sur ]� 1; 1[ et deux racines de multiplicité (n� k� 1) , soit en tout (2n� k� 1) racines
comptées avec leur multiplicité. On a atteint le degré du polynôme . il n�y en a pas d�autre.

� ce qui prouve Pk+1.
� La récurrence est établie: Pk est vraie pour tout k 2 [[0; n]].
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En particulier, Pn assure que f (n)n donc aussi Pn admet exactement n racines sur ]�1; 1[ , et il n�y en a pas d�autres
à cause du degré.

Pn admet n racines simples toutes sur ]� 1; 1[

PARTIE 2
1.

� f et g étant continues sur [�1; 1] , fg y est continue . donc l�intégrale existe
les fonctions étant à valeurs réelles , � est à valeurs réelles.

� � est symétrique par commutativité du produit.
� � est linéaire à droite (donc bilinéaire par symétrie)

8 (g; h) 2 E2;8� 2 R ,
Z 1

�1
f(t)(g(t) + �h(t))dt =

Z 1

�1
f(t)g(t)dt+ �

Z 1

�1
f(t)h(t)dt

� en�n � est dé�nie positive car :
� l�intégrale d�une fonction continue par morceaux positive est positive
� l�intégrale d�une fonction continue par morceaux , positive , strictement positive et continue en un point , est
strictement positive.

� 8 (f; g; h) 2 E3 , �(fh; g) = �(f; gh) est évident : les deux quantités valent
Z 1

�1
f(t)g(t)h(t)dt

2.

1. On e¤ectue une intégration par partie avec u = f (m�1)m et v = g qui sont bien C1 sur [�1; 1] . Et comme d�après
I.6.2 f (m�1)m (1) = f (m�1)m (�1) = 0 Z +1

�1
f (m)m (t)g(t)dt = �

Z 1

�1
f (m�1)m (t)g0(t)dt

On peut refaire une intégration par partie si m � 2
On a par récurrence :

8i � m :

Z +1

�1
f (m)m (t)g(t)dt = (�1)i

Z 1

�1
f (m�i)m (t)g(i)dt

� la propriété est vrai si i = 0 et i = 1
� si elle est vrai au rang i < m on peut encore faire une intégration par partie avec : f (i�1)m (1) = f (i�1)m (�1) = 0
et donc véri�er la formule au rang i+ 1 .

En particulier si i = m :
Z +1

�1
f (m)m (t)g(t)dt = (�1)m

Z 1

�1
fm(t)g

(m)dt

Si on suppose que Q est un polynôme de degré � m� 1 on a alors Q(m) = 0 et donc

8Q 2 Rm�1[X];
Z 1

�1
f (m)m (t)Q(t)dt = 0

2. On a donc aussi 8Q 2 Rm�1[X];
Z 1

�1
Pm(t)Q(t)dt = 0

or si k 6= l on a k < l ou l < k donc
Z 1

�1
Pk(t)Pl(t)dt = 0 soit � (Pk; Pl) = 0 .

la famille (Pk)
n
k=0 est orthogonale

3. On applique le principe du a) avec g = f (m) . On aZ 1

�1
f (m)m (t)f (m)m (t)dt = (�1)m

Z 1

�1
f (2m)m (t)fm(t)dt
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Or fm est un polynôme de degré 2m et de coe¢ cient dominant 1 donc f (2m)m = (2m)!Z 1

�1
f (m)m (t)f (m)m (t)dt = (�1)m(2m)!

Z 1

�1
(t2 � 1)mdt

Soit alors Jm =
Z 1

�1
(t2 � 1)mdt , une intégration par partie en posant u = (t2 � 1)m , v = t donne :

Jm = �2m
Z 1

�1
t2(t2 � 1)m�1dt = �2m(Jm + Jm�1)

d�où

Jm = �
2m

2m+ 1
Jm�1 = (�1)m

(2m)(2m� 2) � � � 2
(2m+ 1)(2m� 1) � � � 3J0

or J0 = 2 , (2m)(2m� 2) � � � 2 = 2mm! , (2m+ 1)(2m� 1) � � � 3 =
(2m+ 1)!

2m)(2m� 2) � � � 2 =
(2m+ 1)!

2mm!

Jm = 2
22mm!2

(2m+ 1)!

On a donc
Z 1

�1
f (m)m (t)f (m)m (t)dt = 2

22mm!2

2m+ 1
et kPmk2 =

1

(2mm!)2

Z 1

�1
f (m)m (t)f (m)m (t)dt =

2

2m+ 1

4. Un base orthonormée de Rn[X] est :  r
2m+ 1

2
Pm

!n
m=0

3.

1. On vient de prouver qu�on a une base . Comme XPn est de degré n+ 1 , les (�i)
n+1
i=�a existent

2. On a

� d�une part �(XPn; Pi) =
nX
k=0

�k�(Pk; Pi) (par linéarité) = �i kPik2 car la base est orthogonale.

� d�autre part �(XPn; Pi) = �(Pn; XPi) (par la propriété de � vue à la première question)
or i < n� 1) d�(XPi) < n) �(Pn; XPi) = 0 d�après la question précédente :

8i � n� 2 , �i = 0

3. Comme la base (Pi) est échelonnée en degré , le terme dominant de
nX
i=0

�iPi provient de �n+1Pn+1:On a donc :

(2n)!

(n!)22n
= �n+1

(2n+ 2)!

((n+ 1)!)22n=2

d�où �n+1 =
2(n+ 1)2

(2n+ 2)(2n+ 1)
=
n+ 1

2n+ 1

4. On a �(XPn; Pn) =
Z 1

�1
tPn(t)

2dt . On connaît la parité de Pn d�après I.2 . On intégrer donc une fonction impaire

sur un intervalle symétrique par rapport à 0 . �(XPn; Pn) = 0 et dong comme ci dessus �n = 0

5. en�n �n�1 kPn�1k2 = �(XPn; Pn�1) = �(Pn; XPn�1) ; OrXPn�1 se décompose dans la base (Pi) : XPn�1 =
nX
i=0

�iPi

. le b) donne �n =
n

2n� 1
et par linéarité , comme la base est orthogonale :�(Pn; XPn�1) = �n kPnk

2 , d�où

�n�1 = �n
kPnk2

kPn�1k2
=

n

2n� 1

2
2n+1
2

2n�1
=

n

2n+ 1

8n � 1 : XPn =
n+ 1

2n+ 1
Pn+1 +

n

2n+ 1
Pn�1

comme dans la première partie on véri�e pour XP1 et XP2
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4. Remarque les dénominateurs sont tous non nuls car les racines sont toutes simples d�après le I6

1. On a Li(xi) = 1 et Li(xj) = 0 si i 6= j
2. On a n polynômes dans un espace vectoriel de dimension n . La famille est une base si et seulement si elle est libre.

Or si
nX
i=1

�iLi = 0 , alors en prenant la valeur en xj il reste �j :1 +
X
i 6=j

�i:0 = 0 et donc �j = 0:

le calcul est valide pour tout j 2 [[1; n]] , donc la famille est libre .

(Li)
n
i=1 est une base de Rn�1[X]

De même pour tout polynôme Q 2 Rn�1[X] , comme on a une base Q se décompose Q =
nX
i=1

�iLi et la valeur en

xj donne �j = Q(j)

8Q 2 Rn�1(X] , Q(x) =
n�1X
i=1

Q(xj)Lj

3. Il su¢ t d�intégrer l�égalité précédente

�i =

Z 1

�1
Li

4. On écrit la division euclidienne de P par Pn : P = QPn +R avec d�(R) � n� 1
on a alors 8i 2 [[1; n]] ; P (xi) = R(xi) car les xi sont racines de Pn

et
Z 1

�1
P (t)dt =

Z 1

�1
Q(t)Pn(t)dt+

Z 1

�1
R(t)dt .

Or d�après II.2 le degré de P on a d�(Q) � n� 1 . on peut utiliser II:2 :
Z 1

�1
Q(t)Pn(t)dt

En�n la question précédente donne :
Z 1

�1
R(t)dt =

n�1X
i=1

�iR(xi)

8P 2 R2n�1[X] ,
Z 1

�1
P (t)dt =

nX
i=1

�iP (xi)

5. On a :
Z 1

�1
Pn(t)

2dt =
2

2n+ 1
d�après II.2 et

nX
i=1

Pm(xi)
2 = 0 toujours car les xi sont racines.

l�égalité n�est pas toujours vraie dans R2n[X]

5.

1. si f 2 R2n�1[X] on a I(f)� Jn(f) = 0
2. L2k est un polynôme de degré 2n� 2 � 2n� 1 . donc I

�
L2k
�
= Jn

�
L2k
�

On a en remplaçant : �k =
Z 1

�1
L2k(t)dt .. On intègre une fonction continue positive , strictement positive en xk

donc :
�k > 0

3. On a aussi I(P 2n)� Jn(P 2n) =
2

2n+ 1
4.

� I(x2n) =
Z 1

�1
x2ndx =

2

2n+ 1

� P 2n est un polynôme de degré 2n de coe¢ cient dominant
�
(2n)!

(n!)22n

�2
.On peut écrire P 2n =

�
(2n)!

(n!)22n

�2 �
x2n + S

�
avec d�(S) � 2n� 1 . d�où

I(P 2n)� J(P 2n) = I
 �

(2n)!

(n!)22n

�2
x2n

!
� Jn

 �
(2n)!

(n!)22n

�2
x2n

!
=

�
(2n)!

(n!)22n

�2
[I(x2n)� J(x2n))
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et donc :

I 0(x2n)� Jn(x2n) =
2:

(2n+ 1)

�
(n!)22n

(2n)!

�2
� donc

J(x2n) =
2

2n+ 1

 
1�

�
(n!)22n

(2n)!

�2!
or

0 � (n!)22n

(2n)!
=
(2:4 � � � (2n))n!
(1:2:3 � � � :(2n)) =

n!

1:3:5 � � � (2n� 1) =
2:3: � � �n

1:3 � � � (2n� 1) =
2

3
:
4

5
� � � n

2n� 1 < 1

on peut aussi véri�er que si un =
(n!)22n

(2n)!
, u0 = 1 et la suite décroît car

un+1
un

=
n+ 1

2n+ 1
< 1

J(x2n) � 2

2n+ 1

5. M2n existe car f (2n) est continue sur le segment [�1; 1]
6. Si Q est le polynôme de Taylor de f à l�ordre 2n� 1 on a comme x2n � 0

8x 2 [�1; 1] , jf(x)�Q(x)j � M2nx
2n

(2n)!

Soit "(x) = f(x)�Q(x):Comme d�(Q) � 2n� 1 on a I(Q) = J(Q) donc I(")� J(") = I(f)� J(f)
Or

jI (")j �
Z 1

�1

M2nx
2n

(2n)!
dx =

2M2n

(2n+ 1)!

et jJ(")j =
�����
nX
i=1

�i"(xi)

����� � M

(2n)!

nX
i=1

�ix
2n =

M

(2n)!
J(x2n) � 2M

(2n+ 1)!
car �i > 0 .

8f 2 E, jI(f)� J(f)j � 4M

(2n+ 1)!

6. Si f = exp , alors pour tout n M = exp(1)

I(exp)� J(exp) � 4e

(2n+ 1)!

7. la suite tend vers 0 (très rapidement)
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