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notation : pour ne pas surcharger si A =
µ

a b
c d

¶
je note exp(A) = exp

µ
a b
c d

¶
, en "oubliant" une paire de parenthµeses.

Dans vos copies certaines des r¶ecurrences doivent être r¶edig¶ees même si dans ce devoir elles sont toutes "¶evidentes"

I R¶esultats g¶en¶eraux

Tous les r¶esultats de cette partie se g¶en¶eralisent µa une matrice n £ n en prenant une norme d'algµebre.
1a) On sait que la s¶erie

P zn

n! est une s¶erie entiµere de rayon de convergence +1 et telle que
P+1

n=0
zn

n! = ez

P+1
n=0

1
n! kAkn = ekAk

1b) On a
¯̄
¯x(k)

i;j

¯̄
¯ · P2

p=1

¯̄
¯x(k)

i;p

¯̄
¯ · kXkk =

°° 1
k!A

k
°° = 1

k!

°°Ak
°°

Le sujet nous dit d'admettre que l'on a une norme v¶eri¯ant kABk · kAk : kBk . On a donc
°°A2

°° · kAk2 et par r¶ecurrence°°Ak
°° · kAkk

Donc ¯̄
¯x(k)

i;j

¯̄
¯ · 1

k!
kAkk

On a le terme g¶en¶eral d'une s¶erie µa termes positifs, major¶e par le terme g¶en¶eral d'une s¶erie convergente donc la s¶erie
P

x(k)
i;j

converge absolument.
donc pour tout i et j la suite

³Pn
k=0 x(k)

i;j

´
converge . Une suite de matrices converge si et seulement si la suite de chacune

de ses coordonn¶ees converge et donc :
la suite (En(A)) converge

2) On a 0 · kB(An ¡ A)Ck · kBkkAn ¡ Ak kCk . Donc par encadrement si (An) tend vers A alors (BAnC ) tend vers
BAC
3a) On a classiquement

¡
PAP ¡1

¢k = P AkP¡1 . Donc En(PAP ¡1) =
Pn

k=0
1
k! PAkP¡1 = P

¡Pn
k=0

1
k! A

k
¢

P¡1 =
PEn(A)P¡1

3b) En passant µa la limite (qui existe d'aprµes la q1) et en utilisant q2

exp(PAP ¡1) = P exp(A)P¡1

Si deux matrices sont semblables leurs exponentielles sont semblables.
4a) En dimension ¯nie toute application lin¶eaire est continue. Or la transposition est lin¶eaire et M2 (K) est de dimension
¯nie.
4b) Sachant t (AB) = tB:tA on a t(Ak) = (tA)k et donc par lin¶earit¶e t (En(A)) = En (tA) :
Par d¶e¯nition lim (En (tA)) = exp(tA) et par critµere s¶equentiel de la continuit¶e :

lim (En (A)) = exp(A) ) lim
¡t (En (A))

¢
= t lim (En(A)) = t exp(A)

et donc
exp(tA) = t exp(A)

II exemples de calculs

1) Par r¶ecurrence Dn =
µ

®n 0
0 ¯n

¶
et donc En (D) =

µ Pn
k=0

1
k ®k 0

0
Pn

k=0
1
k¯ k

¶
et par limite des coordonn¶ees exp(D) =

µ
e® 0
0 e¯

¶

exp
µ

® 0
0 ¯

¶
=

µ
e® 0
0 e¯

¶

remarque on peut g¶en¶eraliser µa une matrice diagonale n £ n

2) A2 =
µ

a2 2¹a
0 a2

¶
et par r¶ecurrence Ak =

µ
ak k¹ak¡1

0 ak

¶
. et donc En (A) =

µ Pn
k=0

1
k!a

k ¹
Pn

k=1
1

(k¡1)! a
k¡1

0
Pn

k=0
1
k!a

k

¶

pour avoir la limite il su±t de calculer
P+1

k=1
1

(k¡1)!a
k¡1 . Si on pose q = k ¡ 1 on a

P+1
q=0

1
q! a

q = ea

exp
µ

a ¹
0 a

¶
=

µ
ea ¹ea

0 ea

¶

3) En posant a = b on obtient tB = A et donc d'aprµes I4 : exp(B) = t exp(A)

exp
µ

b 0
¹ b

¶
=

µ
eb 0
¹eb eb

¶

4)



² Si ¹ = 0 C est diagonale et la question II.1 donne exp(C) =
µ

ec 0
0 ec

¶

² Si ¹ 6= 0 on a un calcul sans gros problµemes : PC (¸) = ¸2 ¡ 2c¸ + c2 ¡ ¹2 . On a deux valeurs propres distincte

c § ¹ et les sous espaces propres Ec+¹ = V ect
µ

1
1

¶
et Ec¡¹ = V ect

µ
1

¡1

¶
. D'oµu une solution au problµem

P =
µ

1 1
1 ¡1

¶
et D =

µ
c + ¹ 0

0 c ¡ ¹

¶

On en d¶eduit P ¡1 = 1
2

µ
1 1
1 ¡1

¶
puis exp(C ) =

µ
1 1
1 ¡1

¶ µ
ec+¹ 0

0 ec¡¹

¶
1
2

µ
1 1
1 ¡1

¶

exp
µ

c ¹
¹ c

¶
= ec

µ
ch(¹) sh (¹)
sh(¹) ch (¹)

¶

² On constate que la formule reste valable si ¹ = 0

On a
exp(A + B) = exp

µ
a + b ¹

¹ a + b

¶
= ea+b

µ
ch(¹) sh (¹)
sh (¹) ch (¹)

¶

et
exp(A) exp(B) = eaeb

µ
1 ¹
0 1

¶
:
µ

1 0
¹ 1

¶
= ea+b

µ
1 + ¹2 ¹

¹ 1

¶

Pour avoir ¶egalit¶e on doit avoir ch (¹) = 1 + ¹2 = 1 donc ¹ = 0:
R¶eciproquement si ¹ = 0 alors l'¶egalit¶e est vrai

exp(A + B) = exp(A): exp(B) () ¹ = 0

remarque on peut montrer AB = BA =) exp(A + B) = exp(A): exp(B)
5) mêmes calculs qu'au d¶ebut de la question 4 .

² Si b = 0 le r¶esultat est ¶evident et donne bien le r¶esultat voulu

² Si b 6= 0 , PR (¸) = ¸2 ¡ a¸ + a2 + b2 , les valeurs propres sont a § ib , les sous espaces propres Ea+ ib = V ect
µ

1
¡i

¶

Ea¡ib = V ect
µ

1
i

¶
:

Une solution est donc

Q =
µ

1 1
¡i i

¶
, D =

µ
a + ib 0

0 a ¡ ib

¶

d'oµu Q¡1 = 1
2i

µ
i ¡1
i 1

¶
puis exp(R) = Q

µ
ea+ib 0

0 ea+ib

¶
Q¡1

exp
µ

a ¡b
b a

¶
= ea

µ
cos (b) ¡ sin (b)
sin (b) cos (b)

¶

² Pour trouver une solution de exp(J ) =
µ

¡1 0
0 ¡1

¶
il su±t de prendre a = 0 et b = ¼

exp
µ

0 ¡¼
¼ 0

¶
=

µ
¡1 0
0 ¡1

¶

III.A image de l'exponentielle si K = C

1a) D'aprµes II:1 si D =
µ

a 0
0 b

¶
est diagonale exp(D) =

µ
ea 0
0 eb

¶
est diagonale . Mais d'aprµes I.3 si A et D sont

semblables exp(A) et exp(D) le sont aussi . Donc exp(A) est semblable µa la matrice diagonale exp(D):
De plus le calcul de I:3 montre que les matrices de passage sont les mêmes.

si A et D sont semblables exp(A) et exp(D) le sont aussi

1b) Comme on est dans les complexes toute matrice carr¶ee est trigonalisable, donc A est semblable µa T =
µ

a ¹
0 b

¶
. Mais

si b 6= a T (donc A) admet deux valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable (exclu ici) . Donc a = b et A est

semblable µa
µ

a ¹
0 a

¶
. On a donc exp(A) semblable µa exp(T ) =

µ
ea ¹ea

0 ea

¶
et les matrices de passages sont les mêmes.
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exp(A) est diagonalisable si et seulement si exp(T) l'est . Or exp(T) admet une unique valeur propre ea et comme ¹ea 6= 0
le calcul donne un sous espace propre qui est une droite. Si A n'est pas diagonalisable exp(A) ne l'est pas.
2) Deux matrices semblables ont même trace et même d¶eterminant donc :

² Si A est diagonalisable : det (exp(A)) = det (exp(D)) = eaeb = ea+b = eT r(D) = eT r(A)

² Sinon : det (exp(A)) = det (exp(T )) = eaea = e2a = eTr (T) = eT r(A)

det (exp(A)) = eT r(A)

3) Pour tout complexe z ez est un complexe non nul (son module est eRe(z) ) . Donc pour toute matrice A det
¡
eA

¢
6= 0

donc eA 2 GL2 (C)
4) Soit Y une matrice inversible 2 £2: Pour utiliser les questions pr¶ec¶edentes et chercher un ant¶ec¶edent de Y on va distinguer
deux cas :

² Si Y est diagonalisable il existe D =
µ

u 0
0 v

¶
diagonale et P inversible tels que X = PDP ¡1 . Si on trouve un

matrice ¢ telle que exp (¢) = D alors X = P ¢P¡1 v¶eri¯e (d'aprµes I.3)

exp(X) = P exp(¢)P ¡1 = P DP ¡1 = Y

Y ¶etant inversible D est inversible donc u et v sont non nuls. il existe a tel que ea = u ( il su±t de prendre Re(a) = ln (ju
et Im(a) un argument de u ) et b tel que eb = v

On a alors d'aprµes II.1 exp
µ

a 0
0 b

¶
=

µ
ea 0
0 eb

¶
=

µ
u 0
0 v

¶
. X = P

µ
a 0
0 b

¶
P¡1 est une solution du problµeme

² Si Y n'est pas diagonalisable on trigonalise Y = PT P¡1 avec T =
µ

u º
0 u

¶
et on cherche ¿ =

µ
a ¹
0 a

¶
telle qu

exp (¿) = T soit d'aprµes II.2 ea = u et ¹ea = º:

Y ¶etant inversible u est non nul donc a existe et donc aussi ¹ = ºe¡a et X = P¿P ¡1 est solution du problµeme.

M ¡ > exp(M) est surjective (mais pas injective) de M2 (C) sur GL2 (C)

III.B image de l'exponentielle si K = R

1) Soit a un endomorphisme de matrice A

² Si A admet deux valeurs propres r¶eelles distinctes A est diagonalisable

² Si A admet une valeur propre r¶eelle double et un sous espace propre de dimension 2 A est diagonalisable

² Si A admet une valeur propre r¶eelle et un sous espace propre de dimension 1 V ect(v) alors dans une base de premie

vecteur v la matrice de a est du type
µ

a ¹
0 b

¶
. Et comme il existe une valeur propre double b = a

² Si A n'admet pas de valeur propre r¶eelle alors A admet deux valeurs propres complexes distinctes et conjugu¶ees . don

A est diagonalisable dans M2 (C) et A est semblable µa
µ

a 0
0 a

¶

remarque : si on admet d¶ejµa que deux matrices semblables dans Mn (C) le sont dans Mn (R) , on peut diagonaliser o
trigonaliser dans les complexes puis revenir dans les r¶eels.

La formule det (exp (A)) = eT r(A) ¶etant vraie pour toute matrice complexe elle est vraie pour toute matrice r¶eelle . Et comme
maintenant la trace est r¶eelle son exponentielle est un r¶eel positif.
De plus si A est µa coe±cients r¶eelles les puissance Ak le sont aussi donc aussi En (A) et donc aussi exp(A)

A 2 M2 (R) =) exp(A) 2 GL2 (R) et det (exp (A)) > 0

2)

² N ¶etant triangulaire de terme diagonal -1 sa seule valeur propre est -1. On v¶erī e ensuite que E¡1 (N ) = V ect
µ

1
0

¶

de dimension 1 ; N n'est pas diagonalisable.
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² Si A admet une valeur propre r¶eelle on peut d'aprµes III.B.1 diagonaliser ou trigonaliser A dans M2 (R) . A est don

semblable µa
µ

a 0
0 b

¶
ou µa

µ
a ¹
0 a

¶
. On utilise alors I:3 et les calculs de II:1 ou II:2 pour dire que exp(A) es

semblable µa
µ

ea 0
0 eb

¶
ou µa

µ
ea ¹ea

0 ea

¶
et admet donc des valeurs propres strictement positives . absurde. Don

Sp(A) = ;
² On est donc dans le cas III.B.1.c et A est diagonalisable dans M2 (C) . On peut alors utiliser III.A.1.a pour dire que N

est aussi diagonalisable . absurde

exp(A) =
µ ¡1 1

0 ¡1

¶
n'a pas de solution dans M2 (R)

et pourtant det(N ) > 0
3) on cherche donc µa r¶esoudre exp(X) = A:
3a) On cherche µa diagonaliser X dans M2 (R) en reprenant les 3 cas du III.B.1 et les calculs du II.1 et II.2

² Si X est diagonalisable X est semblable a
µ

a 0
0 b

¶
avec a; b r¶eels . Donc A = exp(X) est semblable µa

µ
ea 0
0 eb

¶

donc SpR (A) =
©
ea ;eb

ª
½ R+¤

et r¶eciproquement si A = P
µ

u 0
0 v

¶
P ¡1 avec u > 0;v > 0 alors X = P

µ
ln(u) 0

0 ln(v)

¶
P¡1 est solution .

² Si X admet une valeur propre r¶eelle double et n'est pas diagonalisable X est semblable µa
µ

a ¹
0 a

¶
avec a et ¹ r¶ee

...SpR (A) = feag ½ R+¤

et r¶eciproquement A = P
µ

u º
0 u

¶
P¡1 avec u > 0; º 2 R alors X = P

µ
ln(u) º=u

0 ln(u)

¶
P¡1 est solution (cf calcul d

III.A.4) .

² Si X n'a pas de valeur propre r¶eelle X est semblable a
µ

a 0
0 a

¶
avec a non r¶eel . Donc A = exp(X) est semblable

µ
ea 0
0 ea

¶
donc SpC (A) =

©
ea; ea

ª
. On veut que l'une des valeurs propres soit r¶eelle , donc le deux sont r¶eels (car l

somme est r¶eelle : c'est la trace)
Or un argument de ea est Im(a) , on veut donc Im(a) = 0[¼]

{ Si Im(a) = 0 , a est r¶eelle absurde
{ Si Im(a) = 0[2¼] , ea = eRe(a) et on est ramen¶e au cas Im(a) = 0 . (ou faire un calcul du type de celui ci dessous)

{ Si Im(a) = ¼[2¼] ea = ¡ejaj et ea = ¡e jaj . Donc A est semblable µa ¡e jaj
µ

1 0
0 1

¶
et comme PI2P ¡1 = I2 il rest

A = ¡e¡jajI2.
r¶eciproquement si A = ¸I2 avec ¸ < 0 (le cas ¸ > 0 donne diagonalisable µa valeur propres positives strictement

X =
µ

ln (j¸j) ¡¼
¼ ln (j¸j)

¶
convient d'aprµes le calcul du II.5

Si SpR (A) 6= ; ; A 2 Im (exp) () SpR (A) ½ R+¤ ou 9¸ < 0 , A = ¸I2

3b) C'est la question II.5.a µa l'envers : Si A est semblable µa
µ

a 0
0 a

¶
, on pose a = ® + i¯ avec ® et ¯ r¶eels . Alors A est

semblable µa
µ

® + i¯ 0
0 ® ¡ i¯

¶
donc aussi µa

µ
® ¡¯
¯ ®

¶
.

A est semblable µa
µ

® ¡¯
¯ ®

¶
dans M2 (C) donc aussi dans M2 (R) d'aprµes le r¶esultat admis. On peut d¶ecomposer

A = P
µ

® ¡¯
¯ ®

¶
P¡1

Si on pose e" =
p

®2 + ¯2 on a (®e¡")2 + (¯e¡")2 = 1 et donc il existe un r¶eel µ tel que ®e¡" = cos (µ) et ¯e¡" = sin (µ) et

donc
µ

® ¡¯
¯ ®

¶
= e¡"

µ
cos (µ) ¡ sin (µ)
sin (µ) cos (µ)

¶
.

D'aprµes II.5 exp
µ

" ¡µ
µ "

¶
= e¡"

µ
cos (µ) ¡ sin (µ)
sin (µ) cos (µ)

¶
et donc d'aprµes I.3 si X = P

µ
" ¡µ
µ "

¶
P ¡1 alors exp(X) = A .

On remarque que dans ce cas SpR (A) = ; ½ R+¤

l'image par exp de M2 (R) est f¸I2; ¸ < 0g [ fA; SpR(A) ½ R+¤g
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compl¶ement

d¶emonstration de : si A et B deux matrices µa coe±cients r¶eels sont semblables dans Mn (C) alors A et B sont semblables
dans Mn (R) c'est µa dire :

¡
9P 2 GLn (C) , B = P AP¡1

¢
=)

¡
9Q 2 GLn (R) , B = QAQ¡1

¢

En prenant les parties r¶eelles et imaginaires de chaque coe±cient de P on peut ¶ecrire P = Q1 + iQ2 , Q1 et Q2 dans Mn (R)
On a alors BP ¡ PA = 0 ) (BQ1 ¡ Q1A) + i (BQ2 ¡ Q2B) = 0 . Chaque coe±cient de (BQ1 ¡ Q1A)+ i (BQ2 ¡ Q2B) est
nul donc aussi sa partie r¶eelle et sa partie imaginaire donc BQ1 ¡ Q1A = 0 et BQ2 ¡ Q2B = 0 . Si Q1 ou Q2 est inversible
on a ¯ni . Sinon pour tout x soit Mx = Q1 +xQ2 on a BMx ¡MxA = 0 par combinaison lin¶eaire . mais Á(x) = det(Mx) est
un polynôme en x de degr¶e au plus n (car chaque coe±cient est de degr¶e au plus 1 et on refait le d¶ebut de la d¶emonstration
du polynôme caract¶eristique) , ce polynôme ¶etant non nul car Á(i) 6= 0 . Á admet dons au plus n racines et il existe des
r¶eels tels que Á(x) 6= 0 . On peut alors choisir un tel x et poser Q = Mx qui est inversible et µa coe±cients r¶eels telle que
BQ ¡ QA = 0 et donc B = QAQ¡1 .
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