Concours P1T2004 Maths I-B

Méme si le sujet ne I’a pas posé on utilisera : VA € M,.(R) A° = I,
partie A

.. [ a b [z oy [ ax+bz ay+bt
l.SlA(c d>€S2etB<Z t)GSgonaAB<c$+dZ cy+dt>

e Les 4 coefficients de AB sont sommes et produit de réels positifs , donc sont des réels positifs.
e de plus
(ax+bz)+ (ay+bt) = a(z+y)+bz+1)
= a+bcar Be S,
= lcar Ae Sy

de méme pour la seconde ligne.

e enfinar+bz=1—(ay+bt) <1 (caray+bt>0). Deméme ay+bt <1,cx+dz<1,cy+dt<1

152 est stable par le produit matriciel]

2. (a)
4 5
3 a 5 1
2 _
A% = g E _6A+612
12 12

en regardant les termes non diagonaux puis les termes diagonaux.

(b) Par récurrence :

5 1
e On pose a; =1,b; =0,a0 = é,bg =3 ce qui donne : A = a1 A+ b1l , A = as A + by Is.

On suppose que, A" = a, A + b, I, alors :

, 5 1 5 1
A = A A" =0, A2+ b, A =a, <6A + 612> +b,A= <6an + bn> A+ 6anlg

ce qui donne :
A

5y,
V21 A" = anA+bla, a1 =161 =0, anpr = 4ba | bugr =

(c) On constate :
n > 1, Ap41 + bn+1 =an + bn

Donc la suite est constante : Vn > 1, a,, + b,, = a1 + by = 1; et donc :

1

an by,
Yn>1, apy1 = ——=+1, bpy1 = ——
n 21, anyr 6 + +1 5 +6
. l 6
(d) on cherche le point fixe | =1 — 8 d’ou ! = — on a alors

6 n 6 n 1 1
Yn>1, app1 — = = (—a——i—l) —%= JAn s o 2 (an —1)

7 6 6 7 6
. . . ... 1
La suite (a, — ) est géométrique de raison g = 6 initialisée a a1 — [l = -
6 1/ 1\"'
Vn>1, ap =-+=( —=
men 7+7< 6)
et donc L
11/ 1\
Vn>1:b,=1 =—-——|—-=
"= in=7 7( 6)

On peut vérifier :



(e) A" =a, A+ (1—an)ls = Iy + a,(A — I3) donne
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(f) La limite des coefficients ne pose pas de probléme :

Les 4 coefficients sont sur [0, 1] et la somme par ligne vaut bien 1 :

34
A = g Z S
77
3. (a) .
Le polynome caractéristique vaut :
2 1
4 2N 3
Py(N\) = det(A—\3) = (9 - )\) 3 3 4 3 (développement par rapport a la derniére colonne)
S 2
7 7

e Eea)- 6o

5 1
Les trois valeurs propres de Bsont A :ﬂ< Ao =§< A3 =1

(b) La matrice B a son polynome caractéristique scindé a racines simples . B est diagonalisable et semblable a

)
:Oi
90
0 0 1

(c)On cherche les 3 sous espaces propres qui sont obligatoirement des droites . les calculs ne posent pas de problémes :

0
® Ey9(M)=Vect | 0 | estévident .

o E1(M) = Vect

e On a donc

7 0 1
B=PDP lavecP=| -9 0 1
7 1 1
le calcul donne alors :
1 1 -1 0
P—l—E —-16 0 16
9 70
puis :
5\" 5\"
7(21 +9 -7 31 +7 0
1 5\" 5\"
B" =— _g( 2 2
G 9<21> +9 9(21) +7 0
7(21> —16<9> +9 —7(21> +7 16<9>

Remarque : A vérifier si n =1



d) On a donc que la suite(B"™) converge et que : :
( q ge et q

1

B> = —
16

© © ©
~N =
oo o

qui est bien dans S

1
4. (a) C est triangulaire donc les valeurs propres sont ses éléments diagonaux 5 de multiplicité 2, et 1 simple.

(b) On constate que J® = J? et donc que la suite est stationnaire :

0 01
Vn>2,J"=J*=| 0 0 1
0 0 1
(c) de fagon évidente.
1
C=5s+J)

Comme la matrice identité I3 commute avec J, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :

n

n_ 1 nkn_k_lnnk_l an
Vn 2, C QnZ(k>JI3 2nz<k>J2n<Ig+nJ+z<k>J

k=0 k=0 k=2

1 " /n
~(r 2 7272
om <3+nJ+kE_0<k)J J nJ)

kS Is+nd+2"J% — J? —nJj?
2n

no 1
0(2")

(d) Comme n << 2" le passage a la limite ne pose pas de probléme :

Y

1 n 2"-n-1
0 1 2" —1
0 0 2"

vraiaussisin=1.

0 0 1
cC*=10 0 1
0 0 1
qui est bien dans Sj
partie B

1. Soit A = (ay;) € Sy, B = [bij] € S,.. Posons C = AB = (c;;).

V(Z,]) S {1, e ,’I”}Q, Cij = Zaikbkj
k=1

o ( est a coefficients positifs, comme sommes et produits de réels positifs

3

Vi € [[1,7"]] ) Cij = ( aqjkbkj> = a,kz bk-j = Za,k =1
J=1 7=1 \k=1 k=1 k=1 k=1

——
=1

e On en déduit alors )
V(i,5) € [[Lr]] ,eij=1-Y cr<1
ey



[S} est stable par produit]

S est alors aussi stable car une somme et un produit de réels strictement positif est strictement positif.

remarque : on ferra attention que aucun de ses deuxr ensembles n'est un sous espace vectoriel. Il n’est stable ni par
addition ni par produit par un scalaire.

(a) Une récurrence simple,:

e A € S, par hypothese
e Si A" € S, alors A"t = A" A € S, d’aprés la stabilité par produit de S, :

AeS. —=VneN, A" € §]

1
1

(b) il doit y avoir un vecteur propre évident :On pose U = . Vi, U; =1
1
j=1

1 est valeur propre de A, un vecteur propre associé étant U

(c) On suppose que A existe::

V(i j) €{1,...,r}*, ajy = lim (al(_ﬂ)) >0

n—-+00
comme limite de quantités positives.
ka

Vie{l,...,r}, ia;’;’ = lim (GE?)) = lim ial(-?) = lim (1)=1
j=1

. 1'rL—>+oo n—-+oo — n—-+4oo
7= J=

d’apres la linéarité de la limite et le fait que pour tout n A™ € S,
e et donc tous les coefficients de A sont plus petit que 1.

A

On a bien str :
APl = AA™ = A" A

et donc en passant a la limite dans le produit :

T
T
. Soit M = (m;;), une matrice & diagonale strictement dominante. Supposons qu'il existe X = ) e M,1(R), X #0,
T,
tel que M X = 0. Il existe donc iy € {1,...,r}, tel que |z;,| = max (lz;]).(tout ensemble fini de R admet un plus grand
<j<r

élément)
Comme X # 0, nécessairement |z;,| > 0 et donc en prenant la ip—iéme composante de 1’égalité M X =0 :

T
E Migig L5 = 0 soit MiigjTig = — E MigioTj
j=1 J#io
Si on utilise la valeur absolue :

Migiol i <Y 1M |1
J#i0



En divisant par |z;,| > 0, on obtient sachant j # ip = |z;| < |24, ]:

|41
Migio] <) Imig] piE > Imig]
Jj#io

j#io ol

Or |miyi,| < Z |mi,;| contredit ’hypothése que M est une matrice a diagonale strictement dominante.
J#i0
Donc, si M est une matrice & diagonale strictement dominante :

MX=0=X=0

Ainsi ker M = {0}. Ce qui équivaut & dire que

’toute matrice & diagonale strictement dominante est inversible.

. (a) On considére A = (a;;) € S;. On pose B = A — I,.. La matrice carrée C' obtenue en supprimant les derniére ligne et
colonne de B est d’ordre (r — 1).

Vi € {l,...,(r—1)},

|Cii| = ‘aii—1|:1—a“’ car aiigl
T r—1
= g a;j > E ai; car a;, >0
j=1 j=1
JiF#ig J#io
r—1
= E ‘Cij| car a; j > 0
j=1
J#ig

’ C est a diagonale strictement dominante.

(b) On sait que 1 est valeur propre de A, un vecteur propre associé étant U. On va montrer, dans le cas ou A € S}, le
sous-espace propre associé a 1 est une droite.
11 suffit donc de montrer que Ker(A — I.) est de dimension 1 , donc que A — I, est de rang r — 1.
r—1
Soit (C’i)zzl les colonnes de A — I,. . Si on a une combinaison linéaire Z A:Cr =0, on a r équations & r — 1 inconnues.
k=1
Si on retire la derniére ligne on obtient un systéme homogene de matrice C', donc un systéme de Cramer (C' est & diagonalz
strictement dominante donc est inversible) ayant une unique solution : la solution nulle . Donc les (CZ):l1 forment un
systéme libre et donc rg(A — I.) > r — 1 . Mais on sait que la matrice n’est pas inversible donc rg(1 — ) =r — 1.

Si Ae ST, Ei(A) = Vect(U)|

(c) Si A est une valeur propre de A ; A — Al n’est pas inversible. , donc n’est pas a diagonale strictement dominante.
On a donc :
T T
\ai,i — )\‘ S Z \ai7j| = Z am- =1- a; i car CLiJ‘ Z 0

ji=1 gi=1

i i
suite par la géométrie : Le point d’affixe A est donc a Uintérieur du cercle de centre le point d’affixe a;; (situé sur
Iintervalle de 'axe réel |0, &[ ) et de rayon 1 — a;; . Ce cercle est tangent intérieurement au point d’affixe 1 au cercle de
centre O et de rayon 1.Donc A est de module au plus 1, et si A est de module 1 on a A = 1.
suite par le calcul : On a [A| = |A—ay + a5 < (1—ay)+a; =1. Si|A| =1, il existe 0 tel que A = cos (0) + i sin(0)
I'inégalité précédente donne alors :

(ai; — cos (8))° + (sin (0))* < (1 — ay)®

soit comme a;; > 0
cos(f) > 1

et donc la seule solution § = 0[27] donc A =1

si A €S, 1 est la seule valeur propre de module 1, les autres sont de module strictement inférieur a 1.




5. Comme en 4.C: |a;; — A\ <1—a;; dou [N =[A—a; +au| <(1—aiy)+a;=1

’Si A € S,, 1 est seule valeur propre , les autres sont de module inférieur a 1.

Comme on est dans les complexes , le polynéme caractéristique est scindé et le déterminant est le produit des valeurs
propres.
[det(A)[ < 1]

6. Montrons par récurrence sur r, que, pour toute matrice M = [m;;] € M, (R), telle que :

(P)V(i,5) € N2, my; €]0,1[etVi € Ny, Y a5 < 1

j=1
on a |det M| < 1.

e Pour r = 1, la propriété est claire, le déterminant d’une matrice carrée d’ordre 1 étant égal a son unique coefficient.

e Faisons 'hypothése de récurrence : toute matrice d’ordre r — 1, dont tous les termes sont strictement compris entre
0 et 1 dont la somme des termes de chaque ligne est inférieure ou égale a 1 a son déterminant en module strictement
inférieur & 1. Soit M = [m;;] € M, (R) vérifiant la propriété (P). Toutes les matrices extraites d’ordre (r — 1)
vérifient aussi (P).

Développons le déterminant de M par rapport a la premiére ligne :

det M = Z alj(fl)lJerlj
j=1

Les D;; étant des déterminants de sous-matrices carrées d’ordre (r — 1) de A vérifient, d’aprés I'hypothese de
récurrence :Vj € N,, |Dy;| < 1. Comme les a1; sont strictement positifs :

r r
|detM| < Zalj\Dlj\ < Zau <]—= |detM| <1
j=1 j=1

On a montré par récurrence sur r, que, pour toute matrice M = [m;;] € M,.(R), telle que :

(P)V(i,j) € N2, my; €]0,1[et Vi € N, Y ay <1
j=1

on a |det M| < 1.
Pour une matrice stochastique stricte la propriété (P) est vérifiée (les coefficients sont bien < 1 car sur une ligne on
a des coefficients strictement positifs de somme 1)

[Ae S = T]det M[ <]

7. Remarque : si la matrice est diagonalisable la décomposition M™ = PD"P~1 associée o Uétude du module des valeurs
propres donne vite le résultat.

(a) Soit A = (a;5) € S Les coefficients ont un minimum « > 0.(tout sous ensemble fini non vide de R admet un plus
petit élément). . On pose € = min(c, §)
(b) Comme A" = AA™, alors :

Y(i,5) € N2, al(-?ﬂ) = Zaikag)
k=1

-
(c) Comme Vi € N,., Zai’f =1, on peut écrire :
k=1

el = Sl o) 2250 (o) o)
=1 “f—o =1 N ——’
>0 >0

Cette somme de termes positifs est supérieure ou égale a chacun de ses termes, en particulier & celui qui donne le plus
grand coefficient de la colonne j :
a(n+1) . agn) > e(ﬂgn) . O[gn)) _ 5’}/5’”)

j



De méme :

ﬁ(n (n+1 Z ( (n+1 —% ) >EZ( (n+1 ))
>0, , 1. ,

>0 >0

Cette somme de termes positifs est supérieure ou égale a chacun de ses termes en particulier :

ﬂﬁn) . al(;L+1) > 5(ﬁ_§n) . ag'n ) . 5'Y§n)

(d) Soit j € N,.

e par définition on a a(nH) < B("H

e par le c)
o (nt1) (n) (n+1) _ () (n)
Vl,aij Zaj car a;; a; zey; =0
on a un minorant indépendant de ¢ donc a;

e de méme ﬂgnﬂ < Bg-n)

(n+1) 5 ()
-

(n) (n+1) (n+1) (n)
o < a; <B; < B; ‘

e On a aussi
Vi, al(-;-lﬂ) — ozg-n) > Efyjn)
donc a%ﬂrl) > oz;n)—ke’y;-n) encore un minorant indépendant de i : §n+1) > oz(n)—|—8’7 et de méme ﬁ (n+1) < 5(71 Eﬂ(n

. on multiplie la seconde inégalité par —1 et on ajoute des inégalités de méme sens :

a§n+1) _ B§n+1) > agn) _ Bgn) + 28’}/5”) — _7§n+1) > _’an) + 26’}/;71)

D’ou :

DRI

(e) Par une récurrence évidente ,

Vn>1,0< ﬁg-") - 045.”) Py(") <(1- 25)(”*1)751) — 0

n—-+o0o

1
comme ¢ €]0, 5[ onal—2€]0,1[et donc lim (1—2¢)=0

n—>-4o00
(n)
Y5 e
(f) Pour tous 4,5 on a 'y B(n) gn) n—>_+>oo 0et a( " < < 045»”4_1) < B;nH) < ﬂyl).

Les suites adjacentes (o (n )) et (ﬁ(n)) convergent vers la méme limite.

or pour tout ¢ : ag-n) < az(z) < 6§ ) , et donc par encadrement entre deux suites convergentent de méme limite , les suites

a(n) convergent
i gent.

[a suite (A™) converge . |

(n)

(g) .On remarque que pour j fixé I'encadrement ne dépend pas de i . Toutes les suites (a; y ) convergent vers la méme

limite [; > 0.

’toutes les lignes de A sont identiques. ‘

De plus d’apres la question B-2-(c), la matrice A*° est stochastique. Donc B=1




1 1
8. Le polynome caractéristique de A est x4(A) = (1 — A\)(A — 3)2 A admet 1 et — ( double) , de module strictement
inférieur & 1, pour valeurs propres.
La matrice A est bien élément de S35. A™ existe et elle est stochastique. Ses lignes sont égales.

De plus ici, ‘A € Si aussi, donc "A* existe, est stochastique , ses lignes sont identiques. Or, par linéarité de la
transposition : (*A4)* = (A°°). Donc, les colonnes de A sont identiques :Tous les coefficients de A> sont égaux et elle

est stochastique les coefficients valent 3 Ainsi :

A% =

— =
— =
I



