ENGEES 2001
Epreuve A - Commune PC / PSI

PREMIERE PARTIE
1)

La fonction est continue sur R

"—Re (2)t
24 ., )
donc t— > e~ T*t est intégrable sur [0, +oo] .

Sur [0, +oo[ 2 )e‘tQ*‘Zt

= e tHRe()t = 12 _ ((t2 — Re (2)t) et’ TRe (Z)t) de limite 1.0 = 0 si ¢ tend vers +oo .

e L’étude de limite est la méme sur | — 0o, 0]

donc

t— > e—*' =t est intégrable sur R|

pour la calcul on remarque que :
Ve eR: —t* + ot = —(t —

z

2

+o00 ) R +o00 )
/ e T = ® /4/ e du
— 00 — 00

I(z) = ﬁe%

et donc en faisant le changement de variable u = ¢ —

2) On doit dériver une intégrale a parameétre :
Soit
j(.’]j, t) = e—(t-i-iac)z _ e—tQ—Qixt+xZ

e pour tout ¢ réel la fonction x— > j(x,t) est C! sur R x R et admet la dérivée partielle :
@(x t) = (—2it + 2x)e " ~2iteta®
Oz’

e pour tout z réel la fonction t— > j(z,t) est continue sur R et £2[j(z, t)| = t2e~*'T%" = ¢’ (th_tZ) admet une limite

nulle quand ¢ — oo donc est intégrable sur R .

e pour tout x réel la fonction t— > %(x, t) est continue sur R et ¢ %(w, t)) ~ 2" (t?’e’tQ) admet une limite nulle quand

t — +oo donc est intégrable sur R .

e Domination pour (z,t) € [a,b] x R : On note A = max(|al, |b|)

G, t)] = e < et

Py
‘aj(x,t)‘ = |—2it + 2z et e < g (It|+ A) et
x

Ces 2 fonctions sont indépendantes de x et intégrables sur R (toujours des fonctions continues négligeables devant 1/t
en 00 ) , ce qui établit les hypothéses de domination . Dot : J € CH(R) et :

+oo 9,
T (x) = / %(g;,t)dt

e calcul de J' :

/ too aj oo . 7t272itw+w2
J(x) = P2 (z,t)dt = (—2it + 2x)e dt
x

— 00 — 00

t—>+o00

t—>—o0

e [T L —t7—2itx o7’ | o—t7—2iz
= e (=2t — 2ix)e dt = ie {e ]

— 00

(On reconnait la dérivée de t— > e~ ¢ ~2itz ),



et — 2z = e=** de limite nulle en +o0o

Or

La fonction est constante , elle vaut /7 en = 0 donc

T(z) = 7
2 2
VyER—t2+zyt:_(t_ 3)2—%:>I(2y):e 4J(_%)
y2

3) Soit z =z + iy :
2 2 . 2 . x? LTy
-ttt =—-t"+at+iyt = —u —|—zyu—|—Z-|-z7
en posant u =t — 5 . On a donc

42 ol ivn E2 iy
e t+zt:6 u+zyu64+12

Si on inteégre sur [A, B] on a donc

S
a0

T T yiyu 22 yis 22 ity 22 iy
e VT = e VT T T dy = e T T2 [(iy) = /me T T2

— 00 o0

1(2) = Vrexp ()

SECONDE PARTIE

2) La fonction t— > e~ f(t) est continue par morceaux sur R et [e= f(¢)| = |f(t)| est intégrable sur R , donc

’1& fonction f(z) = f+oo e~ f(t)dt est définie pour tout réel = ‘

— 0

3) utilisons le théoréme de continuité d’une intégrale & parameétre:
e pour tout ¢ réel la fonction z— > ™ f(¢) est continue sur R
e pour tout z réel la fonction t— > e~ f() est continue par morceau , intégrable sur R

e domination par |f| : V(z,t) e Rx R, |f(z,t)| = |f(t)] , continue par morceaux, intégrable sur R .

’f(a:) = [pe "™ f(t)dt est continue sur R

4b) C’est le théoréeme d’approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux sur un segment par des fonctions
en escalier.

Soit ¢ fixé , et g. ainsi construite :

e On a donc d’une part : :

/ e () — o) dt) < / " ity < %

n n x
e D’autre par g. étant en escalier , il existe un partage {ai}fzo de [—n,n] telle que g. soit constante sur ]a;, a;+1[. Notons
A; cette constante. Donc d’aprés 4a:

bit1 bit1 )
/ ge(t)dt = /\i/ e At — 4y 500 0
b b

i i

Donc :
An41 i k—1 bi+1 .
[ etawa =Y x [ et a0
Qp, i=0 bl
et donc

X, 2> X = ’/ e”tgs(t)dt‘ <e



e En réunissant les 2: N
IX,z>X = ’/ eamf(t)dt‘ <2
e ce qui assure la limite nulle de ﬁ

4c) On peut alors décomposer

/+OC e~ f(t)dt = /_n e~ f(t)dt + /n e f(t)dt + /+OO e f(t)dt

— 00 — 00 —n n

et majorer chaque morceau : Soit € > 0

[l emitf(t) dt‘ < [TZ|f(t)|dt ; et comme f est intégrable : ANy , n > Ny = [ |f(t)|dt < e (on remarquera que
Ni ne dépend pas de a:)

f+°° e @t f(t dt‘ < f+°o f(#)]dt ; et comme f est intégrable : N5 , n > Ny = f+oo f(t)]dt < e (on remarquera que
N3 ne dépend pas de z)

" et f(t)dt| < 2¢

e Pour un n > max (N1, Na) on applique le résultat de la question précédente : €z

e et donc pour z > X : ‘fj;o e @t f(t)dt| < 4e ce qui assure la limite nulle :

Le calcul est le méme en —oo .

TROISIEME PARTIE

1)SifeS,pourp=g=0ona: f(r) > 0qgd z — +oo . f est continue sur R , admet une limite nulle en +oco donc
JA > 0,|z] < A= |f(x)] < 1.

f est donc bornée sur | — oo, —A], [A, +00] et sur [—A, A] car 'image d’un segment par une fonction continue est un segment,
donc est bornée.

[f est bornée sur R|

De méme f'(z) — 0 gd © — +oo donc f’ est bornée sur R . Soit K = supy |f] .
D’apres I'inégalité des accroissement finis : (z,y) € R | [f(x) — f(y)| < K |z — y]

[[ est K-Iipschitzienne |

2)Sifes,

e SCL!

tm(R) : f est continue sur R et de la forme O(5) en do00 , donc f est intégrable sur R .

e S est non vide: 0 € S

e S est stable par combinaisons linéaires : Soit f et g dans S et A et p deux scalaires on a
v (p,0) Jim (27 Af + u9)® (@) = Alim (279 (@) ) + plim (2790 (2)) = 0

e donc S est un SEV de L., (R) .

3) La fonction A(z) = e~ est bien C* sur R et :
o P A(x) = aPe— = (:cz)p/2 e~ tend vers 0 en oo , car 'exponentielle de 22 'emporte sur la puissance.
o A'(z) = —2azxp(z) ; donc aP A’ (z) = —2a (x2)(p+1)/2 e =>4 0
e par récurrence on montre que : Vq , A (z) = Pq(sc)e_’”2 ol P, est une fonction polynoémiale . C’est vrai pour ¢ = 0 et

g=1.Etsi A9D(z) = P,(x)e=™ alors AT (z) = (P)(x) — 20Py(w)) e et Pyyy = P, —2X P, est bien un polynome.
Notons @ son degré et Ao son coefficient dominant.



r+Q 2
2 o

e L’exponentielle I'emporte sur toute puissance donc Vp,q € N, zP A (z) ~ )\Qx”*Qe’l2 = Ag (:cz)

Donc
t—>et es

4) Si f € S, alors f’ est C™® et Vp,q € N, 2P(f) D (x) = 2P f4tV(z) -1 0, donc

Notons g(z) = zf(x) : gest C® ;et Vp e N, 2Pg(z) = 2P f(2) =40 0
et Vg > 1, la formule de Leibniz donne (g)(q) (z) = 2f9D(z) + ¢f 7Y (z) et donc :

—>:|:OO0 .

l_i{}.} (xpg(Q)(x)) - EIOI.} (xp [xf(q) (z) + qf(qfl)(w)D =0

Donc
ges

feS= f €8 . Donc par récurrence f(@ € S :
e vrai pour ¢ =0et pour g =1

e Si (@ € S alors (f(‘I))/ € S en appliquant le résultat précédent a f(9) .

De méme par récurrence

5) Posons F(x) = e f(z) . F est C*°
o limy (2P F(x)) =0 car |2PF(z)| = |2 f(x)| de limite nulle.

o F'(x) = e " [—iaf(x) + f'(x)] et g1 = —iaf + f’ est une combinaison linéaire d’éléments de S, (f € S par hypothése
et f/ € S par la question précédente) donc appartient a S .
Donc lim (zPF'(x)) = lim (2Pgy(z)) = 0

—tax

e Par récurrence F(9(z) = e"%g, (z) avec g, € S :

vraipour g =0et g=1.

Si F9(z) = e~ g,(x) avec g € S alors FU+)(2) = e~ (—jag,(z) + g,(x)) et ggr1 = —iagq+g,, € S par combinaison
linéaire.

e Enfin Vp, limy o (2PF(@(2z)) = lim o (zPgy(z)) =0 Donc

QUATRIEME PARTIE

1) Utilisons le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres:
o pour tout t x— > p(z,t) = e~ f(t) est C! sur R de dérivée 22 (x,t) = —ite " f(t) .
e pour tout z réel t— > e @ f(t) et t— > —ite ! f(¢) sont continues sur R
e et on a les dominations (qui assurent l'intégrabilité) :
— |e7™f(t)| < |f(t)| intégrable sur R (D’apres 11 2 car f € 5)

— ’—ite_”tf(t){ < |tf(¢)| intégrable sur R (car t— > tf(t) € S d’apreés III 4 )

~

On en déduit que f(z) = [

— 00

oo e—iwt £(4)dt est de classe C1 sur R et (f)’(w) = fjm —ite™ " f(t)dt

oo

C’est la transformée de Fourier de t— > —itf(t) qui appartient & S d’apres I1T 4
N7 ——
(7) = —itf®)

Par conséquent (f) est a son tour de classe C! et par récurrence (f) est C™ et (f)(™ est la transformée de Fourier de
t— > fn(t) (—itf(t))" élément de S




e vraipour n =0etn=1

~ — . Py ~N\/
e si c’est vrai pour n On a (f)™) = f,,. Comme f,, € S on a (f,) de classe C' et (fn> est la transformée de Fourier de

t— > —itxfn(t) = far1(t) € S. (f)(™ est donc C! sur R et (f)(*+Y est la transformée de Fourier de f,,; € S.

feC=®)

2) On intégre par parties , en utilisant : [e=™* f(t)| = | f(¢)] = 0 gd @ — +oo car f € S :

— too ) B
(fl)<.’1}) — / e—mtf/(t>dt _ BEI_EDO ([e_mtf(t)]i _ /A
> A——oc0

B
—ixe‘ixtf(t)dt> = ixBlim (/ e_”tf(t)dt> = izf(x)

— 400 A

(f)(z) = izf(x)
donc (/]”(F)(:c) = (iz)? f(a:) . On avuenII 4 que lim, (fA(:z)) — 0. On applique ceci a f®) | d’ott : lim,, (:cpf(a:)

limy oo (f/(;)(x)) =0car f® € S (III 4) .

Comme pour tout n (f)(") est aussi la transformée de Fourier de f, élément de S on a la méme propriété pour (f)™)
Conclusion :

SN—

~

fesS=fes
3) oo oo
@)@ = [ gyt = [ e it = Fla+ )
1)



