98 Mat s 1

PARTIE I

I.1) On remarque que les trois premiéres colonnes de M sont égales et non proportionnelles & la derniére . Donc
M g(*M) = 2 . Les noyaux et images demandés sont de dimension 2.
1
_01 sont deux vecteurs non colinéaires du noyau . donc d’aprés la dimension , ¢’est une base du noyau.
0
1 1
-1 0
Base de ker (M) : 0 et [}
0 0
de méme
0
‘ 1
Base de ker (*M) 0
-1
0
1
Les dimensions étant égales si il y a une inclusion,il y a égalité. Or 0 ne peut pas étre élément de ker(M) par tous

-1
les éléments de ker(M) on une 4-éme coordonnée nulle

pas d’inclusio

1 -2
b) les deux vecteurs (1) et (2) sont deux vecteurs non colinéaires de 'image et donc avec la dimension :
0 2
1 -2
0 2
Base de Im (M) : 1 0
0 2

en prenant les colonnes 2 et 3 (plus simples) forment une base de I'image de Im(*M)

O~ = =
o O O

base de Im ( ‘M) :

O R = =
—_ o oo

tout vecteur de I'm (*M) a ses deux premiéres coordonnées égales . Ce n’est pas le cas des vecteurs de base de Im(M). L’une
des inclusion est fausse, et comme pour le noyau, 'autre aussi.

pas d’inclusio

1.2)

a) remarque : 'AA est carrée d’ordre p et A'A est carrée d’ordre n.

X €ker(A) = AX =0= "AAX =0= X € ker (*AA))

X € ker( TAA) = TAAX =0= "X TAAX = 0= [|[AX||>=0= AX = 0= X € ker(A)

donc on a :

ker(A) = ker( tAA)



. En remplacant A par *A :

ker( *A) = ker(A TA)|

b) D’aprées le théoréme du rang : rg( *AA) = p — dim(ker( *AA)) = p — dim(ker(A)) = rg(A) et en remplagant A par 'A
rg(AtA) =rg(tA) . Et comme rg( *A) =rg(A) :

rg("AA) = rg(A"A) = rg(A)

)Y eIm(fAA) = 3IX e M1 (R) , Y = "AAX =32 e M,,1(R) , Y ='AZ =Y € Im(*A) . On a inclusion , et par
égalité des dimensions (I.2.b), égalité des deux sous espaces vectoriels.
donc

Mm(*AA) = Im( *A)

En remplacant A par ‘A

Mm(ATA) = Im(A)

I.3)Meéme si le sujet ne le demande pas il est souhaitable (indispensable ) de regarder ce qui se passe si n =2 ou 3 et g = 2
ou 3.
a) Soit ¢; ; le terme de la ligne 7 , colonne j de ‘BB : ¢; ; = 22—1 b ibk,; = < zi,x; > donc

b) G est symétrique réelle donc diagonalisable .
Soit A une valeur propre de G et X un vecteur propre associé :

GX =XX = 'X 'BBX =\ 'XX = | BX|” = A X]]?

¢) G étant diagonalisable, son déterminant est le produit des valeurs propres , celles-ci sont toutes positives donc

det(G) =0 < rg(G) < g rg(S) < g d’apres 'égalité du 1.2.a). Le rang est strictement inférieur au cardinal si et seulement
si la famille est liée.

X n’est pas nul donc || X||* # 0, donc

det(G) =0 = S Iid

[EA& < 3y, x0 >

d) Sig=2:det(G) = < 2o, 11 > Hx2||2

2 2 2
= [feal]” lz2l|” = (< 21,22 >)

1.4) 11 suffit de prouver le résultat en ajoutant & un vecteur un multiple d’un autre. Comme pour le pivot de Gauss le résultat
est alors évident.

On remplace donc x; par x; + Ajz; . La matrice G est modifiée sur la ligne ¢ et sur la colonne 4.

On vérifie que 'opération obtenue est la méme que le pivot de Gauss sur la matrice L; «— L; + A;L; puis C; «— C; + A\;L; :

e pour les termes non diagonaux de la ligne ¢ on a : g;, = (x;, ) est remplacé lors du premier pivot par g; x + \jgjr =
(i, i) + Aj(zj, ) = (@i + A\jz;, x) puis n’est plus modifié

e pour les termes non diagonaux de la colonne ¢ on a pas de modification lors du premier pivot , et le méme type d’opération
lors du second

e pour le terme diagonale g; ; est remplacé par g; ; + A;g;,; puis par (gi; + Ajgj.i) + Aj (9i; + Ajgj,;) (les termes de la
lignes sont tous modifiées par le premier Pivot) . On vérifie alors

(gii + Aig5i) + X (9ig + Xigig) = (@i wi) + Xj (@i, 25) + N (2, m3) + AT (g, 25) = (@i + Njwj, wi + Njzj)

e Le pivot de Gauss laisse invariant le déterminant donc y(z1, - - - @;—1, Ti, Tig1, - Tn) = Y(T1, - Tiz1, TiFNjTj, Ty, - Zn)

Difficile & rédiger. Donner le principe du pivot puis rédiger un exemple comme ci dessous avec n petit doit suffire au
correcteur.



e Sin =3 et sion remplace 1 par x1 + Az on a :

(r1,21) (T1,22) (T1,23) wl,x1 + A(w1,22)  (@1,72) (@1,73)
G = (T2, 21) (w2,22) (T2,73) — $27$1 +A(z2,72) (T2,72) (T2,73)
(w3, 1) (w3,2) (3, 23) (s, x1) + A (23, 22) (x3,72) (T3, %3)
(1, 1) + A(x1, 22) + A ((@2, 1) + A (22, 22)) (T1,22) + A (@2, 2) (1, 23) + A (w2, x3)
— (T2, 1) + A (w2, x2) (w2, x2) (w2, x3)
(w3, 1) + A (23, x2) (w3, 2) (r3,23)
(1 + Azg, 1 + Axa) (@1 + Axg,m) (21 + Aza, 23)
= (w2, 1 + Az2) (w2, x2) (x2, x3)
(z3, 71 + Axa) (w3, 22) (w3,23)

L5)
a)On applique 1.4) car pr(x1) est une combinaison linéaire de s, ..., z4

V(15 ey xg) = v(h1 +pr(®1), .y zg) = Y(R1, .oy T4q)

. Or hy € L+ donc < hy,z; >= 0 pour tout j > 2 . La premiére ligne (et colonne) de

v(h1, ..., 24) a tous ses termes nuls sauf le premier qui vaut < hi,hq > . Les termes des lignes ou colonnes

suivants sont < x;,x; > avec ¢ > 2 et 7 > 2 . La matrice est diagonale par blocs et donc par produit des déterminants des
blocs diagonaux :

2
V(@15 g) = [1hal]” y(w2, - 74)

b)
i) hy est orthogonal & pz (1) , en appliquant le théoréme de Pythagore : ||z1]|> = ||h1]|* + ||pz(@1)]]* donc v(z1) = |21 |* >
|k || De plus y(za, ..., z4) > 0 donc : d’apres le résultat précédent :

b1, .z <vlx1) v(x2, ..o, q)

Si S est libre alors les termes sont non nuls donc égalité a lieu si et seulement si ||hy]|> = (1) si et seulement si py (z1) = 0
,si et seulement si z; € Lt .

remarque : mais st (xg,---x,) est lié Uégalité est toujours vérifiée.

ii)On procede par récurrence sur ¢ :pour tout systéme libre de g vecteurs on a y(x1, - xq) < y(21) -7 (x4) avec égalité si
et seulement si les (z;) sont deux a deux orthogonaux:

e vraisin=1et n =2 daprés

e si c’est vrai pour ¢ — 1 vecteurs on suppose (Y1, - Yg—1) < Y1) ¥ (Yg—1)
on a alors : y(z1,...,zq) < v(z1) Y(x2, ..., 2q) < Y(x1)---v(24) en prenant y; = ;1
Siy(zr, - xq) = v(z1) - v (xq) alors comme y(x1,...,2q) < Y(z1) Y(22, ..., 2q) < Y(z1) (y(22) -7 (2q)) toutes les

inégalités sont des égalités et donc :

— (@1, ...y 8g) = Y(x1) Y(22, ..., 24) €t z1 est orthogonal & tous les autres (z;)
— (@2, g) < V(@1 xg) = (Y(@2) -y (24)) en simplifiant par v (z1) # 0 donc les (z;){_, sont deux & deux
orthogonaux par ’hypothése de récurrence.

Si les (x;)!_, sont liés 0 < y(z1) -7 (z4) reste vrai mais on a égalité si et seulement si l'un des (x;) est nul , sans
condition sur les autres.

pour une famille libre y(z1,---x4) < y(z1) -- -y (x4) avec égalité ssi les (z;) sont deux a deux orthogonaux]

6)
a) Les vecteurs colonnes de A sont libres puisque A € GL,(R) . On pose G = 'AA :
On a donc (det(A4))* = det(G) = y(c1, ..., ¢). Or si on a déja vu que pour un seul vecteur y(z;) = ||z;||* on trouve grace au

L5 y(ct, oo cn) < llea]? . [len])” don

ldet(A)] < TT_ llexl|

et I’égalité a lieu si et seulement si ¢y, ..., ¢, sont 2 & 2 orthogonaux .

b) flexl® = Y7 (ai4)? < n done [det(A)] < [T flexll < (Vi) -

L’égalité entre les termes extréme a lieu si et seulement si on a deux égalités dans la formule :

n
e d’une part |det(A) =TT llecll ce qui équivaut dire que les vecteurs colonnes sont 2 & 2 orthogonaux .



e d’autre part H:—l llek |l = (v/n)™ .Et comme chaque facteur est < /n la seule possibilité (nécessaire et suffisante) est Vk

, llex |l = v/n et comme tous les termes de la somme sont < 1 ceci équivaut & : Vk,Vi , a?, =1

W (i,7),]a; ;] <1 = det(A) < (y/n)" avec égalité ssi les colonnes de A sont 2 & é rthogonales et a; ; = £]]

PARTIE II

) . 1 -1 11 11\ 11
H.1)8ElementsdeH2.:I:<1 1 >,j:<1 _1),j:<_1 1),:t( 1 1>
11.2)

a) Les colonnes de A sont deux a deux orthogonales et de norme /n . donc % est une matrice orthogonale . On a donc

¢ (ﬁ) , (%) — I, . dou :

b et ¢ ) Réciproquement si ‘AA = nl, la matrice % est orthogonale. Ses colonnes (donc aussi celles de A) sont 2 & 2
orthogonales.
Si on impose des coefficients dans {—1, 1} alors on a bien une matrice de H,, . Sinon il reste bien des possibilités par exemple

A= /nl,

11.3) prendre un ou deux autres exemples , les traiter a la main sur des matrices 222 ou 3x3 me semble indispensable a
1->2 01 0

la compréhension du sujet.par exemple P/ =1, sin=3etoc={ 2—>3 alorsP°=| 0 0 1
3—>1 1 00

a)On effectue un produit a gauche par une matrice inversible : ¢’est un pivot de Gauss sur les lignes.
n n
On pose A’ = 'POA . Vi j, aj ;= Zk:l PR 0k, = Zk:l Ok,o(i)Ak,j = Go(i),;+>, 0 = Gg(;),; La ligne i de A’ est la
ligne o(i) de A . *P(9) A est obtenue en faisant la permutation o sur les lignes de A .
n n
b)idem en posant A" = AP . Vi,j , al; =3 aipPhs =3 aikdkot) = tio() - La colomne j de A” est la

4,7
colonne o(j) de A . AP est obtenue en faisant la permutation o sur les colonnes de A .
c) On remarque que les colonnes de P° sont deux a deux orthogonales et de norme 1, donc P° € O(n) et 'P7.P? = In

e Ona'A’ A" =tAP?'P A" = A A =nl, . de plus les coefficients de A’ sont ceux de A donc dans {—1,1} : A’ € H,
e de méme pour A” : TA”A” = 'P YA A.P7 = n'P?.P? = nl, et les coefficients sont dans {—1,1}

e A est diagonale & coefficients dans +1 , donc les coefficients de AA et ceux de AA sont égaux & £1 . De plus A est aussi
une matrice orthogonale. On a donc les mémes calculs qu’avec P ..

AcH,=Vo,AP° ¢ H,  P°Ac H, VA €D, ,AACH, et AAcH,)

e Les coefficients de A et de B valent +1 , donc ceux de A ® B aussi par produit .

t t 2 2
¢ _ a1.'B az1- B Nt _ (al,l + (1271) nil, (a171a172 + (1271(1272) nil,
e Ona’(A®B) = ( 112 B azs!B ) dou?(A®B).(A® B) = < (01511 + @n2az1) iy (G%Q 4 a%z) nl,

car !BB = nl,

2 2

N +a a1,101,2 + a2,102 2

Or A € Hy donc A.A = 21, d’ou 11 2,1n Uy e = 21, et donc t(A® B).(A® B) =
2 2 ( a1,2a01,1 + 22021 a%_yg + G%Q 2 ( ) ( )

( 2nl, 0

0 2nl, ) = 20l
(A€ B) € Hl

b) Hy # & , soit A€ Hy: ona As = A® A € Hy et par récurrence si A,,_1 € Hon-1 alors 4, = A® A,,—1 € Han
Nn e N* | Hon (Z)]

1 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

¢) On construit une matrice de H4 qui ne soit pas du type précédent

car (2 1)z L L)

qui n’est pas du type (A ® B)

—



pour trouver une telle matrice on peut partir d’'une matrice (A ® A)puis permuter des colonnes et/ou des lignes

I1.5)n est dans E doncH,, est non vide. soit A € H,, .

a) pour avoir que des 1 sur la premiére colonne on effectue un pivot de Gauss sur les lignes en multipliant A par une matrice
A € D,, bien choisi :

e Si le premier coefficient de la ligne ¢ est un 1 : on laisse L; inchangé. On met donc un 1 sur la diagonale de A

e Si le premier coefficient de la ligne 4 est un —1 : on multiplie L; par —1. On met donc un —1 sur la diagonale de A

On a construit une matrice A" = AA qui est dans H (question I1.3.¢) et qui a une premiére colonne constituée uniquement

del.
Osii#j
On peut préciser A : ;5 = lsit=jeta;; =1
—1sii:jetam:—1

Si on regarde le produit scalaire des deux premiéres colonnes de A’ on trouve > 7, a} ;a5 ; = > a5 ; . Sion a dans la
=1 91,592, =19,

deuxiéme colonne m coefficients égaux a 1 et donc n —m égaux a —1 ,ona > -, a; =k—(n—k)=2m—n. On veut
Porthogonalité donc n = 2k est pair.

Si E,, est non vide n est pair |

b) Dans la matrice A’ on peut permuter les lignes en multipliant & droite par P?.On peut choisir cette permutation pour
placer tous les 1 dans la premiére moitié des lignes :

Si pour ¢ < m a;2 = —1 alors il existe j > m tel que aj 2 =1 (sinon il y a trop de -1) et on permute L; et L;. et on itére
pour chaque —1 & déplacer.
On a construit une matrice A” = P A’ n’ayant que des 1 sur la premiere colonne des 1 sur les m premicres lignes de la

seconde et des —1 apres.
. D’apres I11.3;C) A” € H,, . On effectue alors les produit scalaire des colonnes de A”:

2m
e colonnes 1 et 3 : E - a’k3=0
m 2
e colonnes 2 et 3 : E - a’p3 — Zk:nL+1 a’p3=0

m 2m N . .
” — ” — .
e On a donc E - A’k => i=ma1 @ k3 =0 et comme a la question I1.5.a) m est pair:

[Si E,, est non vide n_est multiple de 4]

On voit venir la récurrence qui n’est pas demandée : n € F <= n est une puissance de 2.

PARTIE III

I11.1) S est symétrique réelle donc diagonalisable et 3P € O(n) et D diagonale tels que S = PDP~! = PD!P
Si X est une valeur propre de S il existe une matrice colonne X non nulle tell que SX = AX on a donc tXSX = \'XX =

Al X% . Donc (X ” 6’) A= XSX > 0 par definition de S

Réciproquement si tous les termes diagonaux sont positifs on a pour chaque matrice propre X; élément d’une base orthonor-
male qui diagonalise S : X; = \; X; avec A\; >0
doncsi X => oy X,

EXSX = <Z a; tXi> S (Z anj> = Zaiaj NIXG X = Za?/\j car la base est orthonormale
i=1 i=1

2] Jj=1

On adonc *XSX >0s X #0

VS €S, (R) (SESFTT <= Spc(5) CR™)

I11.2)
a)

e S ="!'MM est symétrique réelle

e VX € M1 (R): 'XSX = 'X'MMX = ' (MX).(MX) = ||[MX?|| . c’est donc une quantité qui est positive . De plus
elle est nulle si et seulement si M X = 0 donc si X = 0 car M est inversible.



b) On peut diagonaliser * M M dans une base orthonormale il existe D diagonale & coefficients positifs tel que ‘MM = PDP~!
. On pose D = diag(d;) , on prend A = diag(y/d;) alors S = PAP~! vérifie S2 = ‘MM (¢a doit vous rappeler un devoir
sur les racines carrées de matrices) De plus P~ = ‘P donc S = PA'P = 'S = P!A'P = S car A est diagonale.

c¢) det(S) = det (A) = /det(D) # 0 donc S est inversible .

HMS™h).MS™t=1(S71) tM M (S7) =S~ §2571 =1, car S7! est symétrique ('S =5 = *(S7!) = S7!)donc

MS-leo0,

d) On suppose R = MS~1:

IM = RS avec R€ O, et S € 5]

I11.3)

a) ¥ et D sont semblables donc ont la méme trace : Tr(X) = Z?_l Ai -

b) ¥ est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormale. Quitte a changer 'ordre des vecteurs on peut
supposer que la matrice diagonale est D .

dP € O, tel que ¥ = PDP~!= QY =QPDP~ ! = Tr(QX) =Tr(QPDP~1) = Tr(P~'QPD) car Tr(AB) = Tr(BA)

Si on pose Q1 = P~'QP on a une matrice orthogonale car P et @ sont orthogonales (O(n) est un groupe donc stable par
produit et inverse)

VQ € O(n),3Q, € O(n) : Tr(QY) =Tr(Q.D)

Tr(@Q1D) = Zr_:l qz(,li))\i . Pour tout ¢, \; >0

On veut ijl qfﬁ)w < Z;;l A; Il suffit de montrer que les qgl») sont inférieurs & 1 . Or @7 est orthogonale :donc Vi

n 2 ’
Z, ) [qﬁ)} =1 et donc Vi, j
= :

ql(lj)‘ < 1 en particulier : qg’li) <1. Onadonc Tr(@Q1D) < Zil A; d’ou

’TT(QE) < Tr(x) \

c¢) Pour Q = I, on a égalité donc

sup Tr(QY) =Tr(X)
QEOn

II1.4) On remarque que f(A) est la somme de tous les coefficients situés au dessus de la diagonale.
a) Iy a 2n(n + 1) termes au-dessus de la diagonale , tous égaux & +1 donc f(A4) < In(n+1).
L’ensemble {f(A) , A € H,} est une partie majorée de R donc admet une borne supérieure .

b) Soit B = AT : bi,i = Zn 1 aivjtjvi = ZO + Z" Qg5 donc TT(B) = f(A)
j= j=i
¢) det(T) =1 donc T € GL,(R) . D’apres I11.2) 3R € O,, et S € S,/ tel que T'= RS . Alors f(A) = Tr(ARS) .
Posons A’ = ﬁA .OnavuenlIl que A’ € O, et f(A) =Tr(y/nA’RS) = /nTr(A'RS) .
A'R € O, et S € S;F donc d’apres 3) : f(A) < /nTr(S) .Cest vrai pour toute matrice de H,, ;/nTr(S) est un majorant.
Donc

’an < /nTr(S) ‘
d) On reprend les matrices du I1.1:VA € Hy, f(A) € {—3,—1,1,3} donc

D’apres 111.2) Tr(S) = \/dy + /ds ot d; et do sont les valeurs propres de 'TT = (

s (521" don

On vérifie bien qu On constate aussi que au moins pour n = 2m+/nT7(S) majore et n’est pas la borne supérieure.

2
1

—



