PARTIE 1
1. On constate que £, = £_1_, . Ce qui justifie la restriction & A > —1/2 par symétrie

2. Soit y(z) = Zn 0 anx™ une solution de &, avec un rayon de convergence R > 0 . La série est alors C* sur | — R, R] ¢

dérivable termes a termes.
On+a alors :y/(x) = Z:i na,z"" ! = Z:z (n+1)a,12" et y” (z) = Z: yn(n—1a,z" % = Z:j (n+ 1) nay 12" ?
(o]
n=0 (7’L + 2)(” + 1)(Ln+2$n

Donc

& = 2%y (@) + oy (1) + 20y (1) +y(2) — A (A + 1) y(w) =0

—+o0 =+ oo —+ o0 —+o0 —+o0

& Z n(n — Da,a™ + Z (n+1)nay412™ +2 Z na,x" + Z m+1)apt12™ —A(A+1) Z apxz”™ =0
n=2 n=1 n=1 n=0 n=0
“+o0

— Z [(nn=1+2n=A(A=1))a,+((n+Dn+ (n+1))a,+1] 2™ = 0 les termes manquants sont nuls
n=0
400

= ¥ [(n(n+1) AN+ D)) an + (n+ 1) 2ans|z" =0
n=0

Par unicité du développement en série entiere d’une fonction tous ses coefficients sont nuls :
_ (ntD)-A(A+1)
|Vn EN | apyq = — 2ot +

(n+1)2

a,|

On peut alors remarquer que n(n+1)—A(A+1) =n?+n — ()\2 + )\) est un trindéme du second degré en n de racines
et —(A+1)

An+1) (A=
|VTLEN Ant1 = 77L+1)2 - "I

e Une fonction polynémiale est développable en série entiere ( avec R = 400 ) . elle est donc du type précédent. §
on impose le degré d on doit avoir ag # 0 et agy; = 0 ce quidonne (A +d+1)(A—d). Or A > —1/2 et d > 0 dox
A+d+1>0. Il existe au plus une solution A\ = d.

(. . (dn)(dt1—n)
Réciproquement si A = d et ag # 0 , alors Vn € [1,d] a,, = din ndz Lo

d4n)(d4+l—n
71/2

an_1 est non nul par récurrence , ag = 0

an_1 est nul par récurrence.

et pourn >da, =

e Sionimpose A =detag=1ona:

_ (d+n)(d+17n)a »

apg=1,Vn>1,a -

et donc 'unique solution.

d+1)(d+2)---(d Jd(d—1)---(d—n+1
oo = 1,vn > 1, a, = (DGl d1) (d=n )]

On retrouve bien que pour n > d + 1 I'un des facteurs du produit est nul.
On peut remarquer que les deux [ ] sont des produits de n entiers consécutifs : on a des combinaisons : pour n < «

d . , . .
an = ("7*)(5}) qui peut se vérifier par récurrence

|¢d(m) = Z::ﬂ (nj_d) (Z)x"l

e Sid=1:l(x)=1+21]  véification : 2(rz+1)0+2x+1)2—-1.2.2x+1) =0
. 8z’48g+] —b_ Bo’+8z+] — >
e On suppose : T = 4+ i +T+1 On a alors a = limg (z+1)(2z+1)) 1,b=1lim_, ( aeiD) ) 1

. ‘L2 L
c=1lim_, (%(E%‘l)i) =4

RePigeil . 1
c(z4+1)(2x4+1) — + o+l + 2x+1
la vérification est évidente .
De méme
|+ 1 _ 1 #l
ozt 1)(2z+1)2 x x+l  (opt1)?

La vérification est indispensable . Si vous utilisez de fagon précise des théoremes de décompositions en élément

simples n’oubliez pas le @‘%1) dans la seconde expression.

Sur ]0, +oo[ la fonction ¢; n’a pas de racines. On peut donc faire une variation de la constante : On cherche ur
solution du type y(z) = k(x)d, (x).



e On a donc:

w(x+1) [k (2)¢1 (x) + 2K (2) $) (2) + k(2)9"1(2)] + (22 + 1) [K'(2)¢1 (2) + k(2)9) (2)] — 2k(2)¢y () = 0
soit
oz +1)(2z + DE (z) + (82> + 82 +1) K/ (z) =0
donc

Cy
z(x+ 1)(2x +1)2

SR RTTI ) i
k/»(x) — Clefj ot D) (2arD) 9T Cle—f"f'f— ',dfﬁ -4/ G — Cle—lll(m)—ln(ﬂf“rl)—Q111(233+1) =

On retrouve les primitives des fractions de 1’étude précédente. Le contraire doit vous inciter & revoir votre calcul.
d’ou

y(2) = (20 +1) [Crn (255) + 295 + G| L (C1,Cy) €RY

4.  Les hypothéses impliquent : Vn € N | a,, # 0 (récurrence)

e On peut donc appliquer la regle de d’Alembert pour = # 0:

(i1 mn-&- 1

a,x"

A+n+1)(A—n)
(n+1)

)=w(

k=1

.|m|> — lal

lim (
n—>-4oo

donc

Ce qui justifie ’existence de solutions de £, développables en séries entieres.

e Comme au I.3 la donnée de ag donne une unique suite a,, donc une unique fonction ¢, développable en série entie1

et solution de &y

A Afl— A+ DAE2) (N D=1 (A=—n+1 i=n (Ot
Comme a,, = ( j;n)(nz;t nl&n—l on a a, = [+ D (AF2)( +n()rlb![)2( ) (A—n41)] _ (n‘)g 1)
. Hfi]ln(ifl/@
esiA=-1/2a, = )2

¢ ( ) +o00 Hz _,(i—1/2) ™
1/2

n=0 (n))2

on peut ( non demandé ici mais utile au II ) expliciter un peu plus :

o [((1/2)(3/2) (371)] . [(=1/2)(=3/2) -- - (=*=1)]
1—1/2 =
i=]iT—7L( /) (n')2
LM13---2n—117 (2n)!
= (=1 { 27n! } [4”11’2}
6 o) = S0 (1) [£22]
de méme .
01 o) = 30,75 Ll g - yoros (1)t usd [ mh )

PARTIE 2

¥ est une intégrale & parametre. Soit f V(x,t) € [-1,4+00[x[0,7/2] f(x,t) =21/ 1+ zsin®(t) ; On vérifie que pour z > —1

, xsin(t)?

> —1 donc f est bien définie et méme continue sur [—1, +oo[x [0, 7/2] par composition de fonctions continues.

1. théoreme de continuité d’une intégrale a parametre :

o Vte [0,7/2] , z— > f(x,t) est continue
o Ve [—1,+o00[ t— > f(x,t) est continue sur [0,7/2] donc intégrable (continue sur un segment )

e On a domination sur tout segment [a,b] € [—1,400[ : V(z,t) € [a,b] x [0,7/2] , | f(x,t)] < 2V1+b continue dor

intégrable sur le segment [0, /2]

[ est continue sur [—1.4o0]




2. théoreme de dérivation d’une intégrale a parametre:
o Vtc[0,7/2] , x— > f(x,t) est O sur ] — 1, +oc[ car 1+ xsin?(t) > 0 et on compose donc des fonctions C'>

De plus f(z,t) = 2 [1+ z:sin(t)ﬂl/2 , donc

0 g-1/2 02 Y . n27-3/2
ai (z,t) = 2—; sin(t)? [1 + 2 sin(t)?] / ,a—x{(:c,t) _2 (%) (—%) sin()* [1 + 2 sin(¢)?] 3/

et par récurrence

Vk € N %(%t) -2 (%) (——;) (— 2k23) sin(t)2* [1 + esin(t)?] 7

™

e Vx €] —1,+00[t— > %f(ac t) est continue sur [0, 7/2] donc intégrable (continue sur un segment)

e on a domination de toutes les dérivées sur tout segment [a,b] €] — 1,+00] :
ok
2 (1 1 2k -3 _2k=l
o/ <=(=)(-=) (- sin(t)* [14+a]” "2
™ \2 2 2

kE>1,Y(z,t) € [a,b] x [0,7/2], —(x t)
_2k=1
attention pour k > 1 ’exposant est négatif donc x— > [1 + xsin(t)Q] 2 décroit.

continue donc intégrable sur le segment [0, 7/2].

pour k£ = 0 la domination a été prouvée pour la continuité.

e C® (] -1, R)

e D’apres le cours :

—1) — 1
(1 +u)” —1+Z (o (a nt )u”avecR21

pour = 1/2
ala=1) - (a=n+1)  L(=1)(=3)---(=2n—=3)) (1) 1.3.---(2n—1)
n! B 2nn! B (2n — 1)2"n!
n—1 127_:14 n—1 2n '
=t
(2n —1)2"n! (2n — 1)4™ (n!)
pour n = 0 l'expression précédente donne 1 donc
_ “+o0 n—1 2n)!
|V Lru=3%.2 D" o impd |
e Size]—1,1[et t € [0,7/2] on a bien zsin(t)? €] — 1, 1] donc
—_— X 1 2n)! 2
1+ sin(t)? = )" - sin(t)) " x™
v DEDNC Q—L@nw(m) (sin1))

Le probléme est donc d’intégrer termes a termes la série pour ¢ € [0,7 /2] (danger : ce n’est pas une série entiér
par rapport a t)

Soit fu 1Vt € [0,1/2], fu(t) = (—1)" ' GrrE = (sin(t)) " 2"

— fn est continue donc intégrable sur le segment [0, 7/2]
— > fa converge simplement vers (tf > /1 +xsin(t)2> sur [0, 7/2]

2n)!

n 7 7 s .
< (@ 1)4n (n1)2 |z|" terme général d’une série convergente (¢

— la convergence est normale car supq o) (|fnl)

somme V1 — 1z )

si on ne voit pas la somme D’Alembert donne aussi la convergence

On peut donc intégrer termes a termes les f, :

[ n—1 2n)! 2n )
1/1(1:) Z ( 1) (2n—1)4n (n1)?2 f Sln dt| z"
ce qui justifie que 1 est développable en série entieére avec R > 1
remarque on peut aussi prouver que Y fgr/2 |fn| converge en majorant f |fn| <z o 12)27"(71')233



e Intégrale de Wallis bien classique:
On integre par parties I, = f;m (sir1(7§))2n_1 (sin(t)dt) : I, = 2n — 1) (Ip—1 — I,) dou I, = 2211,
Ip =% d’ou

I - (2n—1)(2n—3)---3.1zz (2n)!
" 21 2 47 (n])? 2
Si on reporte dans le développement de ¥ on a donc :
_ 2 Joo | n—1 (2n)! (2n)! l"_
Y (z) = 7 Lan=0 (-1) (2n—1)4" (n)2 47 (n)? 2 ol

ce qui s’écrit encore vue la question suivante :
= { 1 (2n)! 2]
by =Y (-1 (=55 e
2 I (2n=1)"\4"(n)*) |

remarque : le sujet ne juge pas utile de vous donnez la valeur de I,, , mais des la question suivante il vous tend ur
perche pour retomber sur vos pieds.

n=0

. _ 2n)! _ v _ 2n@n=1) op_1 . 4 PN .
e Siwv, = T (3 00 A Vo = Let 7= = P = <= < 1. La suite décroit a partir de 1 .
. . . N Lo . . . n—1
e On doit de nouveau intégrer termes & termes une série mais sur un intervalle non compact. soit f, (z) = |(—1) @

— fn(z) est continue sur [—1, 1] segment . donc f,, est intégrable sur [—1, 1] donc aussi sur | — 1, 1]
— la série ) f,, converge simplement vers ¢ sur | — 1,1]
1 1 1 1 n 1 1 2 1 p
-3 f71 | f| converge car pour n > 1 f71 Ifn] < f71 7 2 de = 57 fo z"dr = T DeT) ™~ ne le sér
de Riemann ) # donc par équivalent et majoration du terme général d’une série & termes positifs » fil |f,
converge
On peut donc intégrer termes a termes la séries :

1 +oo 9
oo [ i ()

Si n est impair f_ll z"dxr = 0 et si n = 2p est pair fil z"dr = ﬁ—l = 2—[}2+—1

1
/ z"dx
—1

2
1 _ +oo 1 (4p)!
f,l w(x)dx =-2 Zp:O (4p—1)(2p+1) " (421’(517!)2)

4. 1l faut comparer : (—1)"71 —1 (—M)2 avec (—1)" {12_”1} 2 ot (_1)71*121&_1 [JZ_nLr

(2n-1)" 4”(n!)2 4nn)2 2n—1 [47n!?
ce qui revient a comparer (2—”]_—1> avec (—1) et g‘;‘:ﬁ Or : '%fj-]l' -1= E—Ll) donc :

1 (2n)! 2_1 w2041 (20)1) NECORE
(=1) (2n—1)'<4n(n;)2> _2<(_1) 2n—1{4”n!2} +(=D [4"n!2]>

V() =3 (¢1/2 + ¢—1/2)

soit :

5. avec le paramétrage donné de l'ellipse (%)2 = a? cos(t)? + b2 sin(¢)? Donc

27 /2
l= Va2 cos(t)? + b2 sin(t)2dt = 4 / Va2 cos(t)? + b2 sin(t)2dt
0 0

11 faut revenir a fJ/z v/ 1+ xsin(t)2dt donc cos(t)? = 1 — sin(t)?

w/2 /2
== 4/ Va2 + (b2 — a?)sin(t)2dt = 4/ va? —a?e?sin(t)?
0 0

care = £ = i“idﬁ . Donc [ = 2amip(—e€?) . La relation précédente donne :

[ =7a (¢1/2 (—e?) + ¢71/2(_62))

cette formule est une vérification de la question précédente ... ou peut étre un moyen de ”deviner” le résultat de 11.4 e
comparant [ avec ’expression du sujet.



PARTIE 3

une autre intégrale a parametre.

1. pour tout ¢ réel et tout x € [~1,1] (1 + wsin(t)?) est définie continue et positive donc f(t) est définie.

f est continue car :

o Vo e [—1,1],t— > /1 +xsin(t)? est continue sur R
e VieR ,z— > \/1 + x sin(t)? est continue donc intégrable sur le segment

e on a domination par \/_2 continue donc intégrable sur le segment

f est 27 périodique de fagon évidente . (et méme 7 périodique)

2. dérivation d’un intégrale a parametre :
attention au dénominateur nul si xsin(¢)2 = —1 donc z = —1 et sin(t) = £1 . Il faut exclure z = —1 et intégrer st
] -1, 1]
e Vre]—1,1], t— > /1 +xsin(t)? est C'sur R de dérivée partielle t— > Lplloosti)
\/1+:r sin(t)2
e Vi€ R, z— > /1 + xsin(t)? est continue donc intégrable sur le segment [—1, 1] donc aussi sur | — 1, 1]

o Vte R—{n/2 +kn}, x2— > %\/MOS(; est continue donc intégrable sur le segment [—1,1] donc aussi sur | — 1,1]

Vte {n/2+kn} , x—> Lj%%l = 0 est continue donc intégrable sur le segment [—1,1] donc aussi sur | — 1,1
T sin

x sin(t) cos(t)

si teR—{n/2+ kn}: < inbcos® _ |gin(4)| < 1

 sin - —sin(t)?
e On a domination: : A Vit ®) Vi ® .Donc pour tout ¢ don
l site{r/2+ kr}, |l — o <
\/1+£E sin(t)

ination par 1 continue sur [—1,1]---

3. f étant Cj,. la série de Fourier de f converge normalement vers f
de plus f(—t) = f(t) donc la série de Fourier de f est € + > ¥ a,, cos(nt)
[ étant 7w périodique f(t + 7) = f(t) et donc % + ST g, cos(nt) = % + S (=1)" a,cos(nt) . Tunicité d
développement en série de Fourier d’une fonction C’Qlﬁ montre que a, = (71)" a, et donc que si n est impair a,, = 0.

f(u) cos(nu)du car f est 2

n p2mw

On peut aussi montrer que fozwf(t) cos(nt)dt = ffﬂ f(u)cos(nu + nm)du = (=1)" [;

périodique.

[F() = % & 57 a5 cos(2kt)

4. Onaag =2 [ f(t)dt . Or fr—t) = f(t) donc fgr/2 ft)dt = f:/Zf(t)dt/

9 w/2 1 _
aoz—/ (/ \/1+xsin(t)2d76> dt
™ Jo -1

On integre une fonction continue sur un rectangle . Le théoreme de Fubini donne :

ao_%/_l1 (/Om \/Hm—sin(t)th> dx—/_llib(x)dx

Le résultat du I1.3.5 (qui est dans le sujet) donne donc :

+ o0 1 (4p)! 2]
ao = _QZpZO (4p—1)(2p+1) - (42p(2p1)2)




