
PARTIE I
1. On constate que E¸ = E¡1¡¸ . Ce qui justi¯e la restriction µa ¸ ¸ ¡1=2 par sym¶etrie

2. Soit y(x) =
P+1

n=0 anxn une solution de E¸ avec un rayon de convergence R > 0 . La s¶erie est alors C1 sur ] ¡ R; R[ e
d¶erivable termes µa termes.
On a alors :y0(x) =

P+1
n=1 nanxn¡1 =

P+1
n=0 (n + 1)an+1xn et y"(x) =

P+1
n=2 n(n¡1)anxn¡2 =

P+1
n=1 (n + 1)nan+1xn¡1

P+1
n=0(n + 2)(n + 1)an+2xn

Donc

E¸ () x2y"(x) + xy"(x) + 2xy0(x) + y(x) ¡ ¸ (¸ + 1) y(x) = 0

,
+1X

n=2

n(n ¡ 1)anxn +
+1X

n=1

(n + 1)nan+1xn + 2
+1X

n=1

nanxn +
+1X

n=0

(n + 1)an+1xn ¡ ¸ (¸ + 1)
+1X

n=0

anxn = 0

()
+1X

n=0

[((n(n ¡ 1) + 2n ¡ ¸(¸ ¡ 1)) an + ((n + 1)n + (n + 1))an+1] xn = 0 les termes manquants sont nuls

()
+1X

n=0

h
(n(n + 1) ¡ ¸ (¸ + 1))an + (n + 1)2 an+1

i
xn = 0

Par unicit¶e du d¶eveloppement en s¶erie entiµere d'une fonction tous ses coe±cients sont nuls :

8n 2 N , an+1 = ¡ n(n+1)¡¸(¸+1)
(n+1)2 an

On peut alors remarquer que n(n + 1)¡ ¸ (¸ + 1) = n2 + n ¡
¡
¸2 + ¸

¢
est un trinôme du second degr¶e en n de racines

et ¡ (¸ + 1)
8n 2 N , an+1 = (¸+n+1)(¸¡n)

(n+1)2 an

3.

² Une fonction polynômiale est d¶eveloppable en s¶erie entiµere ( avec R = +1 ) . elle est donc du type pr¶ec¶edent. S
on impose le degr¶e d on doit avoir ad 6= 0 et ad+1 = 0 ce qui donne (¸ + d + 1) (¸ ¡ d) . Or ¸ ¸ ¡1=2 et d ¸ 0 don
¸ + d + 1 > 0 . Il existe au plus une solution ¸ = d:

R¶eciproquement si ¸ = d et a0 6= 0 , alors 8n 2 [1; d] an = (d+n)(d+1¡n)
n2 an¡1 est non nul par r¶ecurrence , ad = 0

et pour n > d an = (d+n)(d+1¡n)
n2 an¡1 est nul par r¶ecurrence.

il existe une solution polynômiale de degr¶e d ssi ¸ = d

² Si on impose ¸ = d et a0 = 1 on a :

a0 = 1 , 8n ¸ 1 , an =
(d + n) (d + 1 ¡ n)

n2 an¡1

et donc l'unique solution.
a0 = 1; 8n ¸ 1; an = [(d+1)(d+2)¢¢¢(d+n)]:[d(d¡1)¢¢¢(d¡n+1)]

(n!)2

On retrouve bien que pour n ¸ d + 1 l'un des facteurs du produit est nul.
On peut remarquer que les deux [ ] sont des produits de n entiers cons¶ecutifs : on a des combinaisons : pour n · d
an =

¡n+d
n

¢¡n
d

¢
qui peut se v¶eri¯er par r¶ecurrence

Ád(x) =
Pd

n=0
¡n+d

n

¢¡n
d

¢
xn

² Si d = 1 : Á1(x) = 1 + 2x . V¶eri¯cation : x(x + 1)0 + (2x + 1)2 ¡ 1:2:(2x + 1) = 0

² On suppose : 8x2+8x+1
x(x+1)(2x+1) = a

x + b
x+1 + c

2x+1 . On a alors a = lim0

³
8x2+8x+1

x+1)(2x+1)

´
= 1 , b = lim¡1

³
8x2+8x+1
x(2x+1)

´
= 1

c = lim¡1=2

³
8x2+8x+1

x(x+1)

´
= 4

8x2+8x+1
x(x+1)(2x+1) = 1

x + 1
x+1 + 4

2x+1

la v¶eri¯cation est ¶evidente .
De même

1
x(x+1)(2x+1)2

= 1
x ¡ 1

x+1 ¡ 4
(2x+1)2

La v¶erī cation est indispensable . Si vous utilisez de fa»con pr¶ecise des th¶eorµemes de d¶ecompositions en ¶el¶ement
simples n'oubliez pas le d

(2x+1) dans la seconde expression.
Sur ]0; +1[ la fonction Á1 n'a pas de racines. On peut donc faire une variation de la constante : On cherche un
solution du type y(x) = k(x)Á1(x):



² On a donc :

x(x + 1)
£
k"(x)Á1(x) + 2k0(x)Á0

1(x) + k(x)Á"1(x)
¤

+ (2x + 1)
£
k 0(x)Á1(x) + k(x)Á0

1(x)
¤

¡ 2k(x)Á1(x) = 0

soit
x(x + 1)(2x + 1)k0(x) +

¡
8x2 + 8x + 1

¢
k0(x) = 0

donc

k(x) = C1e¡
R 8x2+8x+1

x(x+1)(2x+1)dx = C1e¡
R dx

x ¡
R dx

x+1¡4
R dx

2x+1 = C1e¡ ln(x)¡ln(x+1)¡2 ln(2x+1) =
C1

x(x + 1)(2x + 1)2

On retrouve les primitives des fractions de l'¶etude pr¶ec¶edente. Le contraire doit vous inciter µa revoir votre calcul.
d'oµu

y(x) = (2x + 1)
h
C1 ln

³
x

x+1

´
+ 2C1

(2x+1) + C2

i
, (C1; C2) 2 R2

4. Les hypothµeses impliquent : 8n 2 N , an 6= 0 (r¶ecurrence)

² On peut donc appliquer la rµegle de d'Alembert pour x 6= 0:

lim
n¡>+1

µ¯̄
¯̄an+1xn+1

anxn

¯̄
¯̄
¶

= lim

Ã¯̄
¯̄
¯
(¸ + n + 1) (¸ ¡ n)

(n + 1)2

¯̄
¯̄
¯ : jxj

!
= jxj

donc
R = 1

Ce qui justī e l'existence de solutions de E¸ d¶eveloppables en s¶eries entiµeres.

² Comme au I:3 la donn¶ee de a0 donne une unique suite an donc une unique fonction Á¸ d¶eveloppable en s¶erie entiµer
et solution de E¸

Comme an = (¸+n)(¸+1¡n)
n2 an¡1 on a an = [(¸+1)(¸+2)(¸+n)]: [¸(¸¡1)¢¢¢(¸¡n+1)]

(n!)2 =
Q i=n

i=1¡n(¸+ i)
(n!)2

² si ¸ = ¡1=2 an =
Q i=n

i=1¡n(i¡1=2)
(n!)2

Á¡1=2(x) =
P+1

n=0

Q i=n
i=1¡n(i¡1=2)

(n!)2 xn

on peut ( non demand¶e ici mais utile au II ) expliciter un peu plus :

i=nY

i=1¡n

(i ¡ 1=2) =
£
(1=2)(3=2)

¡ 2n¡1
2

¢¤
:
£
(¡1=2)(¡3=2) ¢ ¢ ¢

¡
¡2n¡1

2

¢¤

(n!)2

= (¡1)n
·

1:3 ¢ ¢ ¢ (2n ¡ 1)
2nn!

¸2

= (¡1)n
·

(2n)!
4nn!2

¸2

Á¡1=2(x) =
P+1

n=0 (¡1)n
h

(2n)!
4nn!2

i2
xn

de même
Á1=2(x) =

P+1
n=0

Q i=n
i=1¡n(i+1=2)

(n!)2
xn =

P+1
n=0 (¡1)n¡1 2n+1

2n¡1

h
(2n)!
4nn!2

i2
xn

PARTIE 2

Ã est une int¶egrale µa paramµetre. Soit f :8(x;t) 2 [¡1; +1[£[0; ¼=2] f (x; t) = 2
¼

q
1 + x sin2(t) ; On v¶erī e que pour x ¸ ¡1

, x sin(t)2 ¸ ¡1 donc f est bien d¶e¯nie et même continue sur [¡1; +1[£[0; ¼=2] par composition de fonctions continues.

1. th¶eorµeme de continuit¶e d'une int¶egrale µa paramµetre :

² 8t 2 [0; ¼=2] , x¡ > f (x; t) est continue

² 8x 2 [¡1; +1[ t¡ > f (x;t) est continue sur [0; ¼=2] donc int¶egrable (continue sur un segment)

² On a domination sur tout segment [a;b] 2 [¡1; +1[ : 8(x; t) 2 [a; b] £ [0; ¼=2] , jf (x; t)j · 2
¼

p
1 + b continue don

int¶egrable sur le segment [0; ¼=2]

Ã est continue sur [¡1; +1[

2



2. th¶eorµeme de d¶erivation d'une int¶egrale µa paramµetre:

² 8t 2 [0; ¼=2] , x¡ > f (x; t) est C1 sur ] ¡ 1; +1[ car 1 + x sin2(t) > 0 et on compose donc des fonctions C1

De plus f (x; t) = 2
¼

£
1 + x sin(t)2

¤1=2 , donc

@f
@x

(x; t) =
2
¼

1
2

sin(t)2
£
1 + x sin(t)2¤¡1=2 ;

@2f
@x2 (x; t) =

2
¼

µ
1
2

¶ µ
¡1

2

¶
sin(t)4

£
1 + x sin(t)2¤¡3=2

et par r¶ecurrence

8k 2 N¤ :
@kf
@xk (x; t) =

2
¼

µ
1
2

¶ µ
¡1

2

¶
¢ ¢ ¢

µ
¡2k ¡ 3

2

¶
sin(t)2k

£
1 + x sin(t)2

¤¡ 2k¡1
2

² 8x 2] ¡ 1;+1[ t¡ > @kf
@xk (x; t) est continue sur [0; ¼=2] donc int¶egrable (continue sur un segment)

² on a domination de toutes les d¶eriv¶ees sur tout segment [a; b] 2] ¡ 1; +1[ :

k ¸ 1 , 8(x;t) 2 [a; b] £ [0; ¼=2];
¯̄
¯̄@

kf
@xk (x; t)

¯̄
¯̄ · 2

¼

µ
1
2

¶ µ
¡1

2

¶
¢ ¢ ¢

µ
¡2k ¡ 3

2

¶
sin(t)2k [1 + a]¡

2k¡1
2

continue donc int¶egrable sur le segment [0; ¼=2]:

attention pour k ¸ 1 l'exposant est n¶egatif donc x¡ >
£
1 + x sin(t)2

¤¡2k¡1
2 d¶ecrô³t.

pour k = 0 la domination a ¶et¶e prouv¶ee pour la continuit¶e.

Ã 2 C1 (] ¡ 1;+1[; R)

3.

² D'aprµes le cours :

(1 + u)® = 1 +
+1X

n=1

®(® ¡ 1) ¢ ¢ ¢ (® ¡ n + 1)
n!

un avec R ¸ 1

pour ® = 1=2

®(® ¡ 1) ¢ ¢ ¢ (® ¡ n + 1)
n!

=
1:(¡1)(¡3) ¢ ¢ ¢(¡(2n ¡ 3))

2nn!
= (¡1)n¡1 1:3: ¢ ¢ ¢ (2n ¡ 1)

(2n ¡ 1)2nn!

= (¡1)n¡1
(2n)!
2nn!

(2n ¡ 1)2nn!
= (¡1)n¡1 (2n)!

(2n ¡ 1)4n (n!)2

pour n = 0 l'expression pr¶ec¶edente donne 1 donc
p

1 + u =
P+1

n=0 (¡1)n¡1 (2n)!
(2n¡1)4n(n!)2

un

² Si x 2] ¡ 1; 1[ et t 2 [0; ¼=2] on a bien x sin(t)2 2] ¡ 1; 1[ donc

p
1 + x sin(t)2 =

+1X

n=0

(¡1)n¡1 (2n)!
(2n ¡ 1)4n (n!)2

(sin(t))2n xn

Le problµeme est donc d'int¶egrer termes µa termes la s¶erie pour t 2 [0;¼=2] (danger : ce n'est pas une s¶erie entiµer
par rapport µa t)
Soit fn : 8t 2 [0; ¼=2] , fn (t) = (¡1)n¡1 (2n)!

(2n¡1)4n(n!)2 (sin(t))2n xn

{ fn est continue donc int¶egrable sur le segment [0; ¼=2]

{
P

fn converge simplement vers
³
t¡ >

p
1 + x sin(t)2

´
sur [0; ¼=2]

{ la convergence est normale car sup[0;¼=2] (jfnj) · (2n)!
(2n¡1)4n(n!)2 jxjn terme g¶en¶eral d'une s¶erie convergente (d

somme
p

1 ¡ x )
si on ne voit pas la somme D'Alembert donne aussi la convergence

On peut donc int¶egrer termes µa termes les fn :

Ã(x) = 2
¼

P+1
n=0

h
(¡1)n¡1 (2n)!

(2n¡1)4n(n!)2
R ¼=2
0 (sin(t))2n dt

i
xn

ce qui justi¯e que Ã est d¶eveloppable en s¶erie entiµere avec R ¸ 1

remarque on peut aussi prouver que
P R ¼=2

0 jfnj converge en majorant
R ¼=2
0 jfnj · ¼

2
(2n)!

(2n¡1)4n(n!)2 xn

3



² Int¶egrale de Wallis bien classique:
On intµegre par parties In =

R ¼=2
0 (sin(t))2n¡1 (sin(t)dt) : In = (2n ¡ 1) (In¡1 ¡ In) d'oµu In = 2n¡1

2n In¡1

I0 = ¼
2 d'oµu

In =
(2n ¡ 1)(2n ¡ 3) ¢ ¢ ¢ 3:1

2nn!
¼
2

=
(2n)!

4n (n!)2
¼
2

Si on reporte dans le d¶eveloppement de Ã on a donc :

Ã(x) = 2
¼

P+1
n=0

h
(¡1)n¡1 (2n)!

(2n¡1)4n(n!)2
: (2n)!
4n(n!)2

¼
2

i
xn

ce qui s'¶ecrit encore vue la question suivante :

Ã(x) =
+1X

n=0

2
4(¡1)n¡1 1

(2n ¡ 1)
:

Ã
(2n)!

4n (n!)2

!2
3
5 xn

remarque : le sujet ne juge pas utile de vous donnez la valeur de In , mais dµes la question suivante il vous tend un
perche pour retomber sur vos pieds.

² Si vn = (2n)!
4n(n!)2 on a v0 = 1 et vn

vn¡1
= (2n)(2n¡1)

4n2 = 2n¡1
2n < 1 . La suite d¶ecrô³t µa partir de 1 .

² On doit de nouveau int¶egrer termes µa termes une s¶erie mais sur un intervalle non compact. soit fn (x) =
·
(¡1)n¡1

(2n

{ fn(x) est continue sur [¡1; 1] segment . donc fn est int¶egrable sur [¡1; 1] donc aussi sur ] ¡ 1; 1[
{ la s¶erie

P
fn converge simplement vers Ã sur ] ¡ 1; 1[

{
P R 1

¡1 jfn j converge car pour n ¸ 1
R 1

¡1 jfnj ·
R 1

¡1
1

2n¡1 jxjn dx = 1
2n¡1

R 1
0 xndx = 2

(2n¡1)(n+1) » 1
n2 le s¶eri

de Riemann
P 1

n2 donc par ¶equivalent et majoration du terme g¶en¶eral d'une s¶erie µa termes positifs
P R 1

¡1 jfn
converge
On peut donc int¶egrer termes µa termes la s¶eries :

Z 1

¡1
Ã(x)dx =

+1X

n=0

2
4(¡1)n¡1 1

(2n ¡ 1)
:

Ã
(2n)!

2n (n!)2

!2
3
5

Z 1

¡1
xndx

Si n est impair
R 1

¡1 xndx = 0 et si n = 2p est pair
R 1

¡1 xndx = 2
n+1 = 2

2p+1

R 1
¡1 Ã(x)dx = ¡2

P+1
p=0

·
1

(4p¡1)(2p+1) :
³

(4p)!
42p(2p!)2

´2
¸

4. Il faut comparer : (¡1)n¡1 1
(2n¡1) :

³
(2n)!

4n(n!)2

´2
avec (¡1)n

h
(2n)!
4nn!2

i2
et (¡1)n¡1 2n+1

2n¡1

h
(2n)!
4nn!2

i2

ce qui revient µa comparer 1
(2n¡1) avec (¡1) et 2n+1

2n¡1 Or : 2n+1
2n¡1 ¡ 1 = 2

(2n¡1) donc :

(¡1)n¡1 1
(2n ¡ 1)

:

Ã
(2n)!

4n (n!)2

!2

=
1
2

Ã
(¡1)n¡1 2n + 1

2n ¡ 1

·
(2n)!
4nn!2

¸2

+ (¡1)n
·

(2n)!
4nn!2

¸2
!

soit :
Ã(x) = 1

2

³
Á1=2 + Á¡1=2

´

5. avec le param¶etrage donn¶e de l'ellipse
¡ ds

dt

¢2
= a2 cos(t)2 + b2 sin(t)2 Donc

l =
Z 2¼

0

p
a2 cos(t)2 + b2 sin(t)2dt = 4

Z ¼=2

0

p
a2 cos(t)2 + b2 sin(t)2dt

Il faut revenir µa
R ¼=2

0

p
1 + x sin(t)2dt donc cos(t)2 = 1 ¡ sin(t)2

l == 4
Z ¼=2

0

p
a2 + (b2 ¡ a2) sin(t)2dt = 4

Z ¼=2

0

p
a2 ¡ a2e2 sin(t)2

car e = c
a =

p
a2¡b2

a . Donc l = 2a¼Ã(¡e2) . La relation pr¶ec¶edente donne :

l = ¼a
³
Á1=2

¡
¡e2

¢
+ Á¡1=2(¡e2)

´

cette formule est une v¶erī cation de la question pr¶ec¶edente ... ou peut être un moyen de "deviner" le r¶esultat de II.4 e
comparant l avec l'expression du sujet.

4



PARTIE 3
une autre int¶egrale µa paramµetre.

1. pour tout t r¶eel et tout x 2 [¡1;1]
¡
1 + x sin(t)2

¢
est d¶e¯nie continue et positive donc f (t) est d¶e¯nie.

f est continue car :

² 8x 2 [ ¡ 1; 1] , t¡ >
p

1 + x sin(t)2 est continue sur R
² 8t 2 R , x¡ >

p
1 + x sin(t)2 est continue donc int¶egrable sur le segment

² on a domination par
p

2 continue donc int¶egrable sur le segment

f est 2¼ p¶eriodique de fa»con ¶evidente . (et même ¼ p¶eriodique)

f 2 C0
2¼ (R; R)

2. d¶erivation d'un int¶egrale µa paramµetre :

attention au d¶enominateur nul si x sin(t)2 = ¡1 donc x = ¡1 et sin(t) = §1 . Il faut exclure x = ¡1 et int¶egrer su
] ¡ 1; 1]

² 8x 2 ] ¡ 1; 1] , t¡ >
p

1 + x sin(t)2 est C 1sur R de d¶eriv¶ee partielle t¡ > x sin(t) cos(t)p
1+x sin(t)2

² 8t 2 R , x¡ >
p

1 + x sin(t)2 est continue donc int¶egrable sur le segment [¡1; 1] donc aussi sur ] ¡ 1; 1]

² 8t 2 R¡ f¼=2 + k¼g , x¡ > x sin(t) cos(t)p
1+x sin(t)

est continue donc int¶egrable sur le segment [¡1; 1] donc aussi sur ] ¡ 1; 1]

² 8t 2 f¼=2 + k¼g , x¡ > x sin(t) cos(t)p
1+x sin(t)

= 0 est continue donc int¶egrable sur le segment [¡1; 1] donc aussi sur ] ¡ 1; 1

² On a domination: :

8
>><
>>:

si t 2 R¡f¼=2 + k¼g :
¯̄
¯̄x sin(t) cos(t)p

1+x sin(t)

¯̄
¯̄ · jsin(t) cos(t) jp

1¡sin(t)2
= jsin(t)j · 1

si t 2 f¼=2 + k¼g ;
¯̄
¯̄x sin(t) cos(t)p

1+x sin(t)

¯̄
¯̄ = 0 · 1

.Donc pour tout t dom

ination par 1 continue sur [¡1; 1] ¢ ¢ ¢
f 2 C 1

2¼ (R; R)

3. f ¶etant C1
2¼ la s¶erie de Fourier de f converge normalement vers f

de plus f (¡t) = f (t) donc la s¶erie de Fourier de f est a0
2 +

P+1
n=1 an cos(nt)

f ¶etant ¼ p¶eriodique f (t + ¼) = f (t) et donc a0
2 +

P+1
n=1 an cos(nt) = a0

2 +
P+1

n=1 (¡1)n an cos(nt) . l'unicit¶e d
d¶eveloppement en s¶erie de Fourier d'une fonction C 1

2¼ montre que an = (¡1)n an et donc que si n est impair an = 0:

On peut aussi montrer que
R 2¼

0 f (t) cos(nt)dt =
R 3¼

¼ f (u) cos(nu + n¼)du = (¡1)n R 2¼
0 f (u) cos(nu)du car f est 2

p¶eriodique.
f (t) = a0

2 +
P+1

k=1 a2 cos(2kt)

4. On a a0 = 2
¼

R ¼
0 f (t)dt . Or f¼ ¡ t) = f (t) donc

R ¼=2
0 f (t)dt =

R ¼
¼=2 f (t)dt /

a0 =
2
¼

Z ¼=2

0

µZ 1

¡1

p
1 + x sin(t)2dx

¶
dt

On intµegre une fonction continue sur un rectangle . Le th¶eorµeme de Fubini donne :

a0 =
2
¼

Z 1

¡1

ÃZ ¼=2

0

p
1 + x sin(t)2dt

!
dx =

Z 1

¡1
Ã (x)dx

Le r¶esultat du II.3.5 (qui est dans le sujet) donne donc :

a0 = ¡2
P+1

p=0

·
1

(4p¡1)(2p+1) :
³

(4p)!
42p(2p!)2

´2
¸
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