ESIM PC 1999 math 1
PRELIMINAIRES

1. f(z,y) est dé..ni si et seulement si:

k£ Ly# —1let(z+y)(1+ay) >0]

_
Le plan étant rapporté a un repére orthonormé (O, 7, 7y

e x+y =0 estI’équation de (d), la deuxiéme bissectrice des axes.z + y > 0 caractérise les points du ”demi-plan ouvel
situé au-dessus de (d)”

e 1 + zy = 0 est I'’équation de I'hyperbole équilatere (H), dont les axes du repere sont les asymptotes. Entre les deu
branches de I’hyperbole, on a zy + 1 > 0. Pour les autres points du plan ona zy +1 < 0.

e Les points du plan ou (x + y)(1 + xy) > 0 sont ceux pour lesquels les deux quantités x + y et 1+ xy sont non nulles o
de méme signe.

e Cet ensemble D’ ne rencontre pas la droite y = —1 mais il rencontre la droite y = 1. Il faut 6ter de D’ les points de cetl
droite pour obtenir I’'ensemble de dé..nition D de f.

L’ensemble D’ des points (x,y) qui Véri..ent (z + y)(1+ xy) > 0 peut étre vu comme I'image réciproque de ]0, +oo[, ouvert c
R, par l'application (z,y) € R — (z +y)(1 + xy) € R. Cette application est polyndmiale, donc continue, donc D’ est un ouvel
de RZ.

De méme, I’ensemble des points (z,y) qui véri.ent y # 1 peut étre vu comme I'image réciproque de | — 0o, 0[U]0,+oo[, qui e
un ouvert de R, par I'application continue (z,y) € R — y — 1 € R. Comme intersection de deux ouverts,

LD est uin auvert de B2 1

2. Y(z,y) € D, 14 xy #0donc (z,y) — ﬁ% quotient de deux fonctions polyndmes, est C'* sur D, a valeurs sur R* .P¢

composition par In, qui est C* sur R*, la fonction (z,y) — In (ﬁfg) est C! sur D.

Y(z,y) € D, 1—y?#0donc (x,y) — ﬁ; est C* sur D. Comme produit de fonctions C'!,

lla_fonction { est C* sur D. |

3.0nasur D: f(z,y) = == (In (|z+ y|) — n(|]1 + zy]))

1—-y

et
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on Vvéri..e alors que f est solution de (E) sur l'ouvert D.
4. 1l est clair que si x > 0 et y €]0, 1], le couple (z,y) est dans D, ainsi que le couple (1/x,y).

Pour un tel couple f(1/z,y) = g In (s ) = 755 1n(1;+“’;

donc

Wz >0, Vyelo ], f(/xy)=—flz.y)l

5. La aussi, si € [0,+oo[, ety €]0,1[, le couple (x,y) est dans D.Soit ¢, (v) = In (ﬁ%) qui est C* sur [0,4+o00[. On

oy (x) = “T;i% > 0.¢, est donc croissante de ¢,(0) = In(y) a lim o (¢,) = —In(y).

n [ 1T < [ Ing

6. f(0,y) = fy—zln(y) est dé..nie, continue, négative sur ]0, 1], équivalente, quand y — 17, a 7%}2 = 1—;‘; - -

f(0,y) est donc prolongeable par continuité sur ]0, 1] et donc intégrable sur [1/2,1]

|£(0,y)| est équivalente, quand y — 0%, & [Iny|, dont on sait qu’elle est intégrable sur ]0,1/2].

Finalement f(0,y) est intégrable sur |0, 1[.

Pour tout = ..xé avec z > 0, la fonction y — f(z,y) est continue sur |0, 1] et, d’aprés 5., véri..e | f(x,y)| < |f(0,y)|. Donc, ps
comparaison,

lv — f(x,y) est intégrable sur [0, 1]

PARTIE I: ETUDE DE F




On a donc, pour = > 0, F(x fmﬂl (Hw)dy

7.a) f est continue sur [0, +oo[><]0 1[.

De plus: V(z,y) € [0,400[x]0, 1, |f(z,y)| < |f(0,y)|, qui est continue, intégrable sur |0, 1[, indépendante de z.
Par application du théoréme de domination pour une intégrale dépendant d’un paramétre:

|F est continue sur [0, +ool. |

7.b) Pour tout = > 0, ona f(1/2,y) = —f(z,y). Il en résulte: Vo > 0, F(+) = — F(z), dond (1) = 0|
7.c) Quand x — +o0, 1/x — 0t donc F(1/z) — F(0), puisque F' est continue en 0. Donc

fimg oo (F1(2)) = — F(0)]

8.a)5/2 On trace le graphe de .

¢ est continue sur R et de classe C'! par morceaux. D’aprés le théoréme de Dirichlet, elle est égale en tout point a la somn
de sa série de Fourier. Calculons les coe¢cients:

 est paire, donc les b, sont nuls et:

®qy = %fowtdt: .

e Pourn >0, a, = %foﬂtcosntdtz % H Lolnlnd) } f smmdt} = % Los(nt) } - % {E_L n*l}_
0

n2 n?2
— I ANToo colznile
Donc as, est nul et as, 1 = Trere- va"p(m) R W e el |
En particulier pour x =0
| +o00 1 _ 7r_2|
n=00nt1N2 8

+oo _1 +o0 1 +oo 1 3z2 _ x2
8.8)3/2), % 7 = X0 g + 202 OWDOHCE BT = Lt =% =%
8.b) On sait que Vy €] — 1,1[, Tz = >/ 5" (série géométrique). Donc vy €)0, 1, e =31 y* Iny.

e Pour tout entier n, la fonction u, : y — y*>"Iny est continue, négative sur 0, 1],
e u, estintégrable sur ]0,1[: prolongeable par continuité en 0 et 1 si n > 0, et fonction de référence sin=20 .

e La série > u, converge simplement sur ]0, 1], avec pour somme la fonction y — f—f;’; qui est intégrable sur ]0, 1] (Ce

f(0,9)).
e La série Zfio,u ly*" Iny|dy = Z(Tnlm est donc convergente (cf le calcul qui suit)

e On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions:

1
2n+1 0 2n+1 (2n+1)2" *
On peut donc appliquer le théoréme de convergence monotone pour les séries de fonctions et intégrer la série terme a terme:

+ oo +oo
1
F(0 :/ =dy = / y?" Inydy = S
© 101[1—y > ,;::O(QHJFUQ

n=0

n 1 n
on a le calcul fjo 1[yzn Inydy = [ﬁln y} ot dy = —
: 0

Finalement 0)=—%&
9.a)

e f admet sur I’ensemble [0, +00[x]0,1[ une dérivée partielle %f = 5 continue.

—_—
Grn(Tey

1 1 .
Ty S e = 9W)-

e Sur [a,b] C]0,+oc[0n a0 <
e g est dé.nie,indépendante de x , continue sur [0, 1], donc intégrable sur |0, 1].
e [ est continue dominée sur P = [0, +-00[x]0, 1] écf 7.a)

e On peut donc appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale a la fonction F' sur tout segment inclus dar
10, +oo[, donc F' est dérivable sur ]0, +oo|, avec

3
IF/JC) = f]o 1 %(m,y)dy = fm.ﬂ (I+u)}1+zu) dyl




9.b) Pour faire le calcul de F’(z), on décompose la fraction en éléments simples :

1 1 1 T
(r+y)(Q+zy) 1-22\z+y l+ay

et donc:

F'(z) = { 21_ T (In(z +y) — In(1 + xy))}

X

F/(CC’) _ In(x

9.c) F'(z) = 1” = (gli'”l)) (wil), qui tend vers 1/2 quand x tend vers 1.

Comme F’(1) est Ia Iimite de F'(x) quand x tend vers 1:

Quand z tend vers 0, F’(z) est équivalent & —In « et tend donc vers +oc. On sait que, dans ces conditions F n’est pas dérivab
en 0 et la courbe représentative admet une ldémi-tangente verticale en = = 0]

. 2 . .. 2 ~ ;.
10.) F” est > 0 sur |0, +oof donc F' est croissante de F'(0) = —%= a lim . (F') = &-. On peut méme préciser que F’'(z) -

71—(-1‘%? négatif sur x €]0,1[U]1, +oo[: la courbe est concave.

PARTIE II: RESOLUTION DE (E)

11.a)

e Posonsu =z + y et v=xy donc ¥(z,y) = (u,v).
o V(z,y) € Q, u? —4v=(x—y)? > 0: U est bien & valeurs dans €.

e Réciproguement, (u,v) étant ..xé dans Q/, cherchons (x,y) Véri.ant: v=z+y, v=zy y<zx.

Cela équivaut a dire que x et y sont les racines de I’équation t? — tu + v, = étant la plus grande. Comme cette équatio
admet un discriminant w2 — 4v strictement positif, cette équation admet exectivement deux racines distinctes.

ubNyl Ay w—Nuc—dy .
2 ’ 2 ’

Le couple (u,v) admet donc un antécédent unique par ¥ , (z,y) = (
e U est donc une bijection de Q vers (.
e Cette bijection est de classe C! car ses deux composantes sont polyndémiales. ¥ est une bijection de classe C! de € st
Q.
11.b) La matrice jacobienne de WU est < ; 316 > Le jacobien de ¥ au point (z,y) est z —y. En tout point de £, il est no

nul.
U est donc une application injective de classe C'* sur un ouvert .De plus la matrice jacobienne est toujours inversible donc

[ est un C*-dicéomorphisme de classe C'' de © sur Qf

12.a) On donne g de classe C! de Q vers R. ¥ étant un C*-dicéomorphisme de classe C' de Q sur €/, U—! existe et est ¢

classe C! de € sur Q. Posons donc h = go ¥~!, ce qui assure que h est de classe C' de € vers R et que g = ho ¥, autremer
dit g(z,y) = h(z + y, zy).

On a trouvé h de classe C'! de Q' vers R telle que Y(z,y) € Q, g(x,y) = h(z +y,zy).

12.b) En utilisant le théoréme de dérivation d’une fonction composée on obtient

Le(z,y) =2+ 3/71’9) +yd@tyry) et Ly =@ty ay) + 2B (@ +y,2y).
L’égalité sur Q de £ 52 (x, y) et dy(:z? y) équivaut donc a la nullité de (y — x)av(m+ y,xy) sur , ou encore, puisque y — x €

non nul sur €, a celle de L sur Q'

Mx,y) €O, L(x,y) =(z,y) équivautd: V(u,v) € Q', L(u,v) =0. |

13.a)La fonction th est un C''-diaéomorphisme croissant de R vers | — 1,1[ et H est C" sur €.
Par composition et produit, G(u,v) = (1 — th® v) H(th u, thv) est donc C* sur Q et:

oG B 9 o OH
au(u,v) = (1 —th* v)(1 — th” u) 5o (thu, thv)

et
oG

8—(u7 v) = —2thv(1 — th® v)H(thu, thv) + (1 — th? U)Qaa—H(th u, thv)
v Y



. 13.b) H véri.e (E) sur I'ouvert Q;; nous pouvons donc recopier I’égalité (F) en remplagant ¢ par H et le couple (z,y) p¢
un couple quelconque (th u,thv) tel que th v < thu, autrement dit v < w.

En utilisant 13.a), I’égalité obtenue équivaut a V(u,v) € Q,45% (u,v) = 4% (u, v).

Utilisons la question 12) en y remplagant les lettresu et v par U = u +v et V = uv

La propriété V(u,v) € Q,4% (u,v) = 4 (u,v) équivaut a V(U,V) € &, 4 (U, V) =0, avec ici G = ho V.

Cela équivaut a dire que h est une fonction de U seulement et comme, quand (U, V) décrit ', U prend toute valeur réell
cette fonction doit &étre C* sur R.Notons F cette fonction

Donc, quand (u, v) décrit Q, G(u,v) est de la forme F(u + v) avec F qui est C'' sur R et donc

H(thu,thv) = ==+==F(u + v). Posons alors ® = F oth~' . Par composition, ® est C'' de ] — 1,1[ vers R et
H(thu,thv) = ==t5=®(th(u +v)) = == ( S — ) quel que soit le couple (u,v) tel que v < u.

1—th 2v 1-+th wthv
(2, y) = Lr® (L)
Pour tout (z,y) dans 21, on a donc (@y) = 7= 1tzy

Résumons |1 existe une fonction ® qui est C* sur | —1,1] telle que V(z,y) € Q1, H(z,y) = 1—_‘y—2<1> (ﬁ%)

14. Réciproquement, si ® est C! de ] — 1,1[ vers R, la fonction H dé..nie par la formule précédente est solution de (E) st
Q1. Véri..cation sans probléme par le calcul .

remarque : La fonction f étudiée dans le préliminaire est de la forme précédente, mais c’est une solution de (F) sur D, dor
I'intersection avec , est [0, 1[x]0, 1[.



