. Problémell

Si nz21est un entier, on note .4, (R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre » a coefficients réels.
On désigne par <...> le produit scalaire euclidien canonique sur R”, ¢’est a dire celui pour lequel la

base naturelle {(1,0,..,0), (0,1,0,.,0), , (0, .,0,1)} est orthonormee.

Sotent a<b deux réels et #=3 un entier. On désigne par (..‘z[a,b] I’ensemble des fonctions

tumernques deux fois continiment denivables sur [a,5]. On divise Vintervalle [a,b] en » intervalles de
' s

longueur # = et on considere ies (n+1) points de [a,b] . x; =a+k-h k=00



On se donne une fonction numerique f definie sur [a.5] et on note £, ses valeurs aux points x, ,

¢’est a dire :
vk elo, ..n} - flxp) =1,

Si a ey, B sont deux reels donnés, on designe par W(/, a, f) I'ensemble des fonctions numeériques u

qui verifient les trois propriétés -
P1) u appartient & (‘z[a,b]

P2) u coincide avec fen chaque point x, . k e{O,_..,n} u(x, )= f;

P3) w'a)=a, w'(h)=p

On désigne par S I’ensemble des fonctions numeriques # de (- [u,b] qui venfient la propriété :

P4) Sur chaque intervalle Jx; _,x,{.(k = I.. . n). westun polyndme de degré inférieur ou égal

aj3
Justifier succinctement que S est non vide

On designe par €,€,, ..,&,la base canonique de R”"' et on identifie les vecteurs de R™' a des

matrices a (n+1) lignes et une colonne.
A. Interpolation de f par une fonction de .

Les reels o, f étant donnés, on cherche une fonction 7 de W(f. a, B) qui soit dans §.

n

T - -1 . .
1) Soit m = z m; €, un vecteur de R" ", donne par ses composantes sur la base canontque.
k=0

a) Soit k un entier de {1,..n}, montrer qu’il existe un unique polyndme de R[X]), de degré
nférieur ou égal a 3, 7 | tel que |r Py = 1,
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On cherchera [, sous la forme

I(x) = daatyy - X)) s by - xy by - x) - bty -y )
et on explicitera les coefficients (.« b. by yen fonctionde ( f; . fromo_y,my B

b) On consideére la fonction g dont la restriction a [x, . x; Ltk =1 nvest . Verifier

ue ¢ est bien definie et montrer qu une condition necessaire et sutfisante (CNS) pour que
p 1

¢ soit deux fois continiiment derivable sur ja. A} est que
6 N _
nroy g e mg e (fi v 200 - iy k= Ln ]
2

¢) En déduire quune CNS pour que g soit deux fois continiment derivable sur [a.h] et
verifie - g'(a) - w. g'(P) = f1. est que le vecteur m. soit solution d’un systeme lineaire

de la forme '
I-1) A-m=b,

ou A est une matrice de ., (2 dont les coefficients diagonaux sont (244 . 4.2} et b ur
| . L. .
vecteur de &" ' que T'on precisera On ne cherchera pas a resoudre ce svsteme  Que

remarque-t-on quant a la forme de A ”

L

N . - T . .
 Soit v = z v, €, un vecteur de ¥" . donne par ses composantes sur la base canonique
A=

a) Montrer que <A V.¥v> 2 <V,vo. Determiner les vecteurs v pour lesquels 'inegalite

précédente est une egalite

b) En déduire que A est inversible.
¢) En déduire I'existence et l'unicité de la fonction (s cherchee Indiquer au moins un

algorithme permettant de resoudre en pratique le systeme (I1-1).
. £ '

3) On suppose pour cette question que a=3=0 Montrer que le vecteur b du membre de droite

1

de (11-1) est de la torme b=H f ouf = E f, €, et H est une matrice de .#,..(R} que
i o=l



Ion precisera. Déterminer le novau de H. Pouvait on le connaitre sans expliciter H ?

4) Application. On considere la fonction f{x)=C'osfx) avec a=0 et b=, et on prend n=6. On

cherche la solution (m,,m, . .n14) du systeme (I1-1), dans le cas ou @ = Iy, B=7'(b.

a) Montrer, sans calculer m. que I’on a les relations - m, = -mg_; , 1 =0123. On
v{ ' .

pourra pour cela. par exemple. introduire la matrice de permutation associée a ces

relations Cette propriete s¢ yeneralise-t-elle a # quelconque ?

b) Determiner alors {my,.my .., )

8. Une propriété « extrémale » des fonctions de §.

l) Montrer que 5 est un espace vectoriel sur R Indiquer sa dimension = i pourra étre utile

d’exhiber une application Iineaire de $ dans un certain R”

21 On designe par =, la pariie de 5 formee des tonctions w verittant * #'(a)=n'{h)=0_ Montrer
e 8 ©sl il sous-espace vetonet de # Indiquer une base de -, anst que sa dimension Si
vt £ sont deux reels donues. caracteniser 'ensemble s(«. /7) des élements # de S verifiant

na) = o onvhy = f

i A chaque  fonction o # de C'[u.b] ot associe  ie nombre  ‘P(w)  defini par .

b
Pluy - J{u"frlg‘dr Les reeis . ;3 etam donnes. G designe la fonction determinee 2 ia

L

Srrtie precedente

23 Montrer cue pour tout voge W(F 2 i ona @u - GY - Doy - Deedy 1 sera unle de

considerer cirectement Uexpression Dt - 0y - [P G

b) En déduire que : ®(G)= nf D).
ueW(f a f

c) Existe—t-il_ une  fonction g de S vérifiant la propriéte P2 et la condition

g"(a) = g"(b) = 0 7 Si oui, que représente d(g) ?



