PC 2 DevoiR DU L DECEMBRE

LE ~SuSET SE CohpeSE DE 2 PRoBlEnes ET
CotPoRTE L PAfes

SESSION 1998 [

A

COMCOUVNS COMMUNS POLYTECORIOUES
—

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

DuUreE ; 4 heures

L utilisation des calculalrices n'est pas autorisce.
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PARTIE 1

Question 1.1: Soit [ une fouction continue sur I'intervalle]—1.1]. Calculez ia dérivée F )

de la fonction £ :.r € R — F(r) définie par

Fr) = f“i"m Flt)dt.
n

Question 1.2: Soit [ une fouction continue sur R et de période T.

Montrez que la fonction £ : ¢ € R — F{r) définie par
+T )
Firy = [ Fin\et

vst ndependante de r.
A

Suit 2 1n paramerre réel tel que 0 < s < LA chague valeur de mon associe la funetion réetle

- dlt
h‘(.l'} = [ ——ee—————
U \/1 — mrsin®(t)

i «etinie par

Question 1.3: (Ju commenice par traiter deux cas particuliers,
a - Précisez le domaine de délinition et calculez ule) pour m = 1),

iy - Préricez le dotaine de définition ot cajeulez ue) pour mr = L.



A

Dans la suite on considere 0 < m < 1.

Question 1.4:

a - Montrez que u est dérivable et donnez I'expression de u'{x).
b - En déduire que u est croissante et impaire sur R.

¢ - Montrez que

lim wiw) = 4.
Ir—+oL

Question 1.5: Pour » €] — 7/2.7/2{. on déhnit

tin(r) dt
vlr) = .
fv V= 9 - mrdy

a - Etablir que u{r) = v{r) dans cet intervalic.

b - La fonction v(x) est-elle définie pour + = 5/2 " Admet-elle une liniite en ce point 7
¢ - Montrez que u{.t + ) — u(r} est constante quel que soit .+ € R. Exprimez cetie constanie.

qu'on notera h'{m). en fonction de u{w/2).

Question 1.6:

a - Démontrez que 1 admet une fonction réciproque 3 définie ot dérivable sur R. Donuez le
sens de variation de A.

b - Calculez A(x + A'(mm})) — A(x).

c - Exprimez A’ et montrez que A" vérifie

A" + msin(4) cos( 1) = 0.

Question 1.7: Pour tout y réel. on note z = 4(y) et on définit les fonctions 5. (' et D par

S(y) =sin{x). Cly) =cos(r) et D(y)} = /1 — msin?(x).

a - Etudiez la parité des 3 fonctions. Montrez qu'elle sont périodiques et donnez leur période
en fonction de K'(m).

b - Exprimez les dérivées 5. (et I en fonction de S. CetD.
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Ce probl2me est consacré & I'étude des fonctions f, définics et dérivables sur R, A valeurs

complexes qui vérifient, pour tout x réel, I'équation E :
E: £(x) = A f(x+1),
od A est un réel strictement positif. Il est admis que 1’ensemble ¥(A) de ces fonctions est un
sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel complexe des fonctions dérivables définies sur R.
La premidre partie met en évidence des propriéiés communes aux fonctions appartenant
a 'ensecmble $(A). Les deuxidme et troisitme partics construisent des fonctions de cet

cnsemble.

Premiére partie.

119 Quelques résultas utiles dans la st :

a.  Discuter suivant les valeurs du réel A les solutions de I'équation : te~t = A. Si cette
¢équation a une solution, elle sera désignée par a; si elle admet deux solutions, elles
seront désignées par a, B avec a<f ; placer A et 1 par rapport & ces solutions.

b. Soit s l'application : t— A et. Etant donné un réel ug strictement positif, soit (upln20
1a suite définie par Ia relation de récurrence:  up = s(up-1), 02 1.
Discuter la convergence de la suite (up)n>0 suivant les valeurs de A ¢t de ug et, lors-
qu’il y a convergence, préciser la limite. Dans la suite, on pose :
un = sp(up) -



c.  Soit £ un nombre réel strictement positif donné ; étudier, lorsque A est strictement
inférieurd 1, 1a convergence de 1a série dont le terme général est défini par les

relations :
1..
vo=1; v.,--l-l-!-(:-m)ﬂ. ne 1.

1-2°) Premidres propri€iés.
a. Démontrer que les fonctions de E(A) sont indéfiniment dérivables. Mon bre \
Yn ésp/, ¥y 6k 020 ) i
b. Déterminer les fonctions polyndmes qui appartiennent & $(A).
c.  Quelles sont les fonctions exponenticlles réelles (x—>¢%) qui appartiennent & $(A) 7
Discuter suivant les valeurs de A

1-3°) Propriétés de stabilit€ de $(A).
a. Prouver que, si la fonction f appartient & ¥ (1), il en est de mé&me des fonctions

réclles P et Q telles que : f(x) = = P(x) + i Q(x).

b. Soit a un réel ; démontrer qt;c. si f est dans ¥(A), il en est de méme de la fonction
translatée f. b Lo d f(x—a).

c. Démontrer que I'application dérivation : ' est un endomorphisme de S(R).

d. Déerminer, pour toute fonction f de Fespace $(A), 12 ou les primitives appartenant
aTQ).

1-4°) Fonctions paires. impaires de I'sspace E(A).
a. Erant donnée une fonction f de ¥(A), soit g 1a fonction : x~+f(—x) . Démontrer que,

pour que la fonction g appartienne 3 ¥ (A), il faut et il suffit que la fonction f vérifie
larelationR :

R: pourtoutx, f(x+2)=-1(x).
Déterminer les fonctions f de I'espace $(A) qui vérifient cette relation R, en recher-
chant par exemple une équation différenticlle vérifiée par f ; discuter suivant les va-
leurs de A.

b. Pour quelles valeurs de A existe-t-il dans £()A), un sous-espace vectoriel (autre
que{0}) de fonctions paires 7 de fonctions impaires ?



Deuxidme partie.

Les fonctions de I'espace vectoriel $(A) sont des fonctions indéfiniment dérivables défi-
nies sur R. Cette partie est consacrée A 1'examen du développement en séric entitre des fonc-
tions £ de ¥(A). Il sera éabli que toute fonction positive de ¥(A) est la somme d'une série

entidre,

H"lo) . :
Par définition, une foncnon b définie sur l'intervalle {k, k+1), oi k est un entier reladif, a
1a propriété Py si et sculement si les deux propriétés ci-dessous ont lieu :
{ he C*=([k.k+1]),
Py : _ v pe N, h(P+1)k) = A h(P}(k+1)

a.  Soit f une fonction de T(A) dont la restriction fg & I'intervalle [0, 1] est nulle.
Démontrer que la fonction f est nulle.

b. Démontrer que la restriction h d’une fonction f quelcongue de I'espace TA)A
I'intervalle [k, k+1] posside la propriété Py, pour tout enticr relatif k.

c.  Soit réciproquement unc fonction gy définie sur I'intervalle [0, 1] possédant la pro-

priété Po. Démontrer qu'il existe une unique fonction f de T(A) qui a pour restric-
tion & 1intervalle [0, 1] cette fonction go-

d. Soit ¥ la fonction définie sur Yintervalle [0, 1] par les relations :
0,six=0etsix=];

V= exp-

),si0<cx<].
x(1l-x)

Etablir que cette fonction  est contindiment dérivable sur [0, 1). Il sera admis que
1a fonction y est indéfiniment dérivable sur ce méme intervalle et que les dérivées
successives ont mémes valeurs que la dérivée premitre en O et en 1. Démontrer
qu'il existe une fonction f, appartenant @ T(X), dont 1a fonction W est la restriction 3
lintervalle [0, 1]. Estce que cette fonction f est de signe constant sur 1a droite
réelle ?



