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Mathématiques I - 3 heures

Dans ce probleme, on désigne par E un K-espace vectoriel de dimensign finie 7 2. On dira
qu'un endomorphisme f de E est cycligue s'il existe un vecteur x, de E tel que :

E = Vect(f*(xo) / k€ N) ou encore E = Vét(xo, fixo), /(xo), f*(%0), ... ).

: = . -
Dans la partie I, on donne quelques exemples d'cﬂ:loh_mrphismes cycliques. Dans la partie II,
on procé¢de a une étude plus générale des endomoraljsmes cycliques.

PARTIE I
1°) Deux exemples d'endomorphismes cycliques en dimension » = 3
Dans cette question seulement, I'espace E est de dimension 3 et rapporté a une base (e, ez, e3).

a) On considére I'endomorphisme a dont la matrice dans la base (e, e,, e;3) est :

00 6
A=11 0 -11}.
01 6

- Exprimer a(e,) et a*(e,) dans la base (e,, e, e3) et en déduire que a est cycligue.

« Déterminer les valeurs propres de I'endomorphisme a.

* Pour chacune des trois valeurs propres possibles, déterminer un vecteur propre dont
la troisiéme composante est égale 4 1. En déduire une matrice inversible P telle que P'AP
soit une matrice diagonale qu'on explicitera.

b) On considére I'endomorphisme & dont la matrice dans la base (e), e, e3) est :
' 0 0 1
B=]10 1
01 -1
= Exprimer b(e,) et b*(e,) dans la base (e1, €2, e3) et en déduire que b est cyclique.

» Deéterminer les valeurs propres de l'cndomorphlsme b.
» Etudier si I'endomorphisme & est ou non diagonalisable.

2°) Un exemple d'endomorphisme cyclique en dimension »

Dans cette question, on note ¢ un endomorphisme de E admettant » valeurs propres distinctes

A ..., Agetxy, ..., x, n vecteurs propres associés a ces n valeurs propres Ay, ... , A, et

on pose alors xg =x; + ... +x,,

a) Exprimer c(xi + ... + xa), (a1 + ... +Xa), ..., ¢" (%1 + ... + x,) en fonction de x, ... x, et
Aly ..., An, puis établir que la famille (xp, c(xo), ... , ¢™'(x0)) est libre dans E.

b) En déduire que I'endomorphisme c est cyclique.



PARTIE II
Dans cette partie II, on note fun endomorphisme cyclique de l'espace vectoriel E (dimE = n},
autrement dit un endomorphisme fpour lequel existe un vecteur xo de E tel que :

E = Veet(f*(xo) / k € N) ou encore E = Vect(xo, fAxo), X(x0), f 3(x0)y +-r )
Si Q) = gmX™ + gma X"+ ...+ X + go désigne un polynome de K[X], on pose :
B oy = gufm ramf™ o g gold (1 endomorphisme identité de E).

3°) Une base adaptée deE
On désigne par m le plus grand nombre entier naturel tel que :
(50, flo), Lo(¥0), .. » J7 (xo)) est libre et (xo, o), f2(%0), . » £ (x0), [7(x0)) est liée.
a) Justifier I'existence d'un tel nombre entier naturel m, puis montrer par récurrence sur k que
les vecteurs f"" *(xy) appartiennent a Vect(xo, fixo), f 2(xp), .- » j"‘"(xo)).
b) En déduire que la famille (xo, fixo), f(x0), - s f™(x0)) est une base de E, puis que m = n.

Dans toute la suite de ce probléme, on convient de poser :

S"(x0) = paf™ (x0) + ... + pUfixa) + poxo
et on désigne alors par P le polynome de KIX] défini par P(X) = X" —paiX"" = ... -p X - po.
4°) Matrice et polynéme annulateur de f i .
a) Ecrire la matrice M de f dans la base (0, fOro), f2(xo), <o s S¥ (R0)).
b) Montrer que les # endomorphismes Id, /, / S ! sont indépendants, puis en déduire
qu'il n'existe aucun polynéme O de degre strictement inférieur a n tel que O() = O.
¢) Déterminer l'image par I'endomorphisme P(f} = " — paf »-l _ .. = pf — pold des vecteurs
de la base (xo, flixo), f 2(x0)s -+ - » £""'(x0)). puis en déduire que P(f} = O.

5°) Caractérisation des endomorph_isées cycliques diagonalisables

a) On considére une valeur propre A geFet un vecteur propre associé x.
Calculer f*(x) pour k € IN et en d&luire que P(4) = 0.

b) On considére une valeur propre A de f. Déterminer le rang de l'endomorphisme f — Ald
a l'aide de sa matrice, puis en déduire la dimension du sous-espace propre associé a A.

c) Etablir que I'endomorphisme cyclique f est diagonalisable si et seulement s'il possede
n valeurs propres distinctes.

6°) Etude du commutant de florsque f est cyclique

a) Montrer que le commutant CH={gELE)/ go f=fog } estun sous-espace vectoriel et
un sous-anneau de L(E).

b) Soient deux endomorphismes u et v apparienant aC(f.
Montrer, si u(xo) = Wxo), que # = V.

¢) Soit g up endomorphisme pour lequel on pose g(xo) = an " (x0) + ... + aiflxo) + aoxo.
En dédiire, si g appartient 3 C(f), que g = an.tf" b 4 ayf +agld.

d) En déduire que le commutant C(f) est de dimension » et démontrer qu'il admet pour base
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