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Le but de ce problµeme est l'¶etude de deux suites r¶eelles F = (fn)n2N et G = (gn )n2N
Soient F = (fn)n2N et G = (gn)n2N les deux suites r¶eelles d¶e¯nies chacune par leurs deux premiers ¶el¶ements et la mêm

relation de r¶ecurrence ci-dessous :

F : f0 = 0; f1 = 1; pour tout entier naturel n; fn+2 = fn+1 + fn ;
G : g0 = 2; g1 = 1; pour tout entier naturel n; gn+2 = gn+1 + gn:

Soit M2 l'espace vectoriel des matrices carr¶ees r¶eelles d'ordre 2 ; soient I la matrice unit¶e et J la matrice carr¶ee d¶e¯n
par les relations suivantes :
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Pour tout entier naturel n; soit Un la matrice d¶e¯nie par la relation suivante :

Un = fn J +
1
2
gnI:

Soient U la matrice U1
¡
U = U1 = J + 1
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¢

et E le sous-espace vectoriel de M2 engendr¶e par les deux matrices I et J

Premiµere partie

Le but de cette partie est l'¶etude altern¶ee des deux suites de r¶eels et de la suite des matrices ; elle permet d'obtenir d
r¶esultats pr¶eliminaires.

Quelques propri¶et¶es :
1. a)Calculer JU et v¶eri¯er que cette matrice est dans E .

b) Montrer U 2 = U + I .

c)D¶emontrer que la suite des matrices (U n)n2N , oµu Un est la matrice U ¶elev¶ee µa la puissance n; (avec la conventi
habituelle U 0 = I), appartient µa l'espace vectoriel E .

2. a)¶Etablir une relation qui, pour tout entier naturel n; lie les matrices Un+2; Un+1 et Un.

b) Montrer que la suite (Un)n2N v¶eri¯e la même relation de r¶ecurrence.
Caract¶erisation de la suite de matrices (Un)n2N ; quelques cons¶equences :
3. Comparer, pour tout entier p compris entre 0 et 2 (0 · p · 2) les matrices Up et Up. D¶emontrer qu'il existe, po

tout entier naturel n, une relation simple entre les matrices Un et U n:

4. D¶eduire du r¶esultat pr¶ec¶edent les relations suivantes :8 n 2 N; det Un = (¡1)n ; (gn)2 ¡ 5 (fn)2 = 4 (¡1)n :

5. ¶Etant donn¶es deux entiers naturels p et q; exprimer les termes fp+q et gp+q des suites F et G en fonction des term
fp ; gp; fq et gq de ces mêmes suites.

Inverse des matrices Un :
6. D¶eterminer l'inverse de la matrice Un en fonction des matrices I et J et des r¶eels fn et gn

Des polynômes annul¶es par la matrice U
Si P (X) =

P+1
k=0 pkXk = p0 + p1X + P2X2 + ¢ ¢ ¢ est un polynôme et si M est une matrice 2x2 on pose P (M)P+1

k=0 pkM k = p0I + p1M + p2M2

On utilisera,sans les justi¯er, les rµegles de calcul

8(P; Q) 2 R[X]2 , (P + Q) (M) = P (M) + Q(M) et (PQ) (M) = P (M)Q(M)

Soit, pour tout entier n sup¶erieur ou ¶egal µa 2, Pn (X) le polynôme d¶e¯ni par la relation suivante :

Pn (X) = X n ¡ fn X ¡ fn¡1:

7. D¶emontrer que le polynôme Pn (X) est divisible par le polynôme P2.

8. Montrer P2(U ) = 0



9. Calculer pour n ¸ 2 : la valeur de la matrice Cn = U n ¡ fn U ¡ fn¡1I .
quelle relation entre (fn) et (gn) en d¶eduit-on. ?

Divisibilit¶e du polynôme A(X) = X 2 n ¡ gn X n + (¡1)n par P2(X) :
Soit toujours n un entier sup¶erieur ou ¶egal µa 2 .
10. Montrer

U2n ¡ gn Un + (¡1)n I = 0:

11. Soient Q et R les polynômes obtenus en e®ectuant la division euclidienne du polynômeA(X) par le polynôme P2(X

A(X) = Q (X) P2(X) + R (X) :

Pr¶eciser les degr¶es des polynômes Q et R .
D¶emontrer, en utilisant le r¶esultat de la question10 , que le polynôme X 2 n¡ gn X n+(¡1)n est divisible par X 2¡X ¡

Deuxiµeme partie

Le but de cette partie est l'¶etude de propri¶et¶es de suites construites µa partir des deux suites F et G.

Un calcul de sommes :
12.On pose :

®n = f0 + f2 + : : : + f2 n =
nX

k=0

f2 k :

¯n = g0 + g2 + : : : + g2 n =
nX

k=0

g2 k:

D¶eterminer les expressions simples de ®n et de ¯n en fonction respectivement de f2n+1 et de g2n+1 en consid¶erant p
exemple la matrice Sn d¶e¯nie par la relation suivante :

Sn = U0 + U2 + : : : + U2 n =
nX

k=0

U2 k:

Soit T la suite (tn)n2N d¶e¯nie par les relations suivantes :

t0 = 1; t1 = 4; pour tout entier naturel n; tn+2 = 4 tn+1 + tn:

D¶etermination des ¶el¶ements tn de la suite T µa l'aide des r¶eels fn et gn:
13. D¶emontrer que le polynôme X 6 ¡ 4 X 3 ¡ 1 est divisible par le polynôme X 2 ¡ X ¡ 1.

14. En d¶eduire que la matrice U v¶eri¯e, pour tout entier naturel p; la relation suivante :

U 6+p = 4 U 3+p + U p:

15. D¶eduire de la relation pr¶ec¶edente que les termes des suites F et G v¶erī ent, pour tout entier naturel p; les relatio
suivantes :

f6+p = 4 f3+p + fp; g6+p = 4 g3+p + gp:

16. D¶eduire des r¶esultats pr¶ec¶edents l'expression du terme g¶en¶eral tn de la suite T; d¶e¯nie par les relations suivantes

t0 = 1; t1 = 4; pour tout entier naturel n; tn+2 = 4 tn+1 + tn;

en fonction de termes des suites F et G:

FIN DU PROBLµEME
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