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« On dit qu'un endomorphisme f est nilpotent d'ordre k sl existe un entier k21 telque:

(-

fo fo --- of £ =0 ' 20

0 désigne I'endomorphisme nul.

. On dit qu'une matrice carrée A est nilpotente dordre k sil existe un entier k21 tel que:

AF=0 Az O
[] désigne la matrice dont les €léments sont nuls.

«Si E est un espace vectoriel sur R de dimension n, muni d'unc base

B=(e) 1sisn,

onnote V, = Vect {Cl} le sous-espace vectoriel engendré par €,

et pour tout entier i telque 2<1sn

V, = Vect {c, v €g 5 e ci} le sous-espace vectoriel engendré

par €, €, -.- €

‘ -

« On note Ma (R) l'ensemble des matrices carréesh n NigDRS L 1 ColonNes a coefficients réels.

I

Soit E un espace vectoriel sur R, de dimension n, muni d'une base
B = (e;) 1<isSn
Soit f endomorphisme de E défini par f(e,)=0

et, pour tout entier k telque 2<sksn

i=k -]

fle,)= D ae

i=]

1.1

1.1.1 - Ecrire la matrice A associée & f dans la base B
1.1.2 - Calculer (fof) (e,) , (fof) (c,)

1.1.3 - Pour tout entier k tel que 3sk s n , calculer (fof) (ck) et montrer qu'il appartient

a l'un des sous-espaces vectoriels Vj. Déterminer .

)

1.1.4 Déterminer la matrice B = A? associée & fof dans la base -B .

On posera Bz(bjk) 1Sj<n; 1Sk <n ectoncalculerales éléments de B en fonction
des €éléments de A .



1.2.1 - Calculer £(e,) , £3(2), £'(es)

1,2.2 - Pour tout enter X, 4<ksSn

Calculer f*(e,) ¢t montrer qu'il appartient 3 l'un des souS-£Spaces vectoricls VYj.
Déterminer j . |

1.2.3 - En déduire la forme de Al . |

1.2.4 - En déduire que A est nilpotente d'ordre au plus égala n.

1.3 Soit la matrice M
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Calculer M? pour p entier naturel quelconque.

1.4 Soit N un élémentde MM (R) , N nilpotente d'ordre n
1.4.1 - Montrer que I - N est inversible
(onpom'rautili;crlamanioc P=1+N+N>+ --- +N*)
1.4.2 - En utilisant le résultat précédent, calculer M™! od M est la matrice définie au 1.3.
1.4.3 - Calculer MP pour p entict relatf .
I1 |
Soit A un élément de ¥n (R), A nilpotente.
On définit "exponentielle de A ™ notée exp (A) la matrice :

- k
exp (A)= %'- (la somme est en fait "finic™)
k=0 .

2.1 Soit A et B , deux éléments de M, (R) qui commutent, nilpotentes d'ordres respectifs &
et B.

2.1.1 Montrer que A + B est nilpotente d'ordre ysoa+p-—1.
2.1.2 Montrer que €xp (A+B) =exp (A) .€xp (B) .

2.1.3 En déduire que, pour toute matrice A nilpotente, exp (A) est inversible et calculer
son inverse.
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