D’APRES L’EPREUVE SPECIFIQUE 2006 - CCP - FILIERE TSI Math 2
Les calculatrices sont interdites

N.B. : Si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,

il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des
matiatives qu’il a été amené a prendre.

Partie I) Une équation différentielle

On considére équation différentielle (E) : 2%y” — zy' +y = 1 — In(z), définie sur RY.
1) a) Déterminer une solution de I’équation homogene associée de la forme z — z%, a € R.
b) Déterminer I’ensemble des solutions de ’équation homogene associée.

2) a) Vérifier que la fonction yy définie par yo(z) = —1—In(x) est une solution particuliere
de I'équation (Es).

b) En déduire ’ensemble des solutions de I’équation (E).
3)Déterminer 'unique solution de ’équation (E) telle que f(1) =0, f'(1) =0.

Partie IT) Etude d’une fonction

1) f est définie sur R* par: f(z) =2 — 1 — In(x).
a) Etudier les variations de la fonction f.
b) Déduire de I’étude des variations de f que : Vo € RY, In(z) <2 — 1.

c) Etudier les branches infinies de f et construire une allure de la représentation gra-
phique.

2) a) Déterminer une primitive de la fonction f.
b) Démontrer que I'intégrale fol f(z) dx converge et la calculer.
c) Quelle est la nature de l'intégrale : f;roo f(z) dx?

Partie IIT) Comparaison des moyennes.

Soient ay, as,---, a, n nombres réels strictement positifs.

On appelle moyenne arithmétique de ces nombres le nombre réel m, défini par : m, =
a1 + e _I_ an

n
On appelle moyenne géométrique le nombre réel m, défini par : my = Yajas - - a,.

On appelle moyenne harmonique le nombre réel m;, défini par : m;, =

1 1 1-

JR— _'_ J— + PN + -_

a1 a9 Qp,
a;

1) a) En appliquant I'inégalité montrée a la question II) 1) b) aux réels —, montrer que
my < M. ¢
b) Dans quel cas a-t-on m, = m, ?

c) Démontrer que pour tout triplet (z,y, z) de réels, on a :

ahy?2? + 2Pyt + 2%yt — 42?2+ 1> 0.

1 1 1
2) a) En appliquant I'inégalité vue en III) 1) a) aux réels —, —,---, —, montrer que
ap Gz Qn
mp < myg?

b) Dans quels cas a-t-on mj, = m,?
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c) Montrer que, pour tous nombres réels strictement positifs x, -

, Tp, ON A :
1 1 1 5
(1 +-Fx,) | —F+—+--+— | >n"
T i) Tn
Partie IV) Application.
g e 1ers n n+1
1) Déduire de I'inégalité m, < m, : Vn € N*, Unl < i
1 d
2) a) Montrer que pour tout entier k > 2, z < < fk . xx.
n 1 nd
b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul 7, on a Z E fl Sy
k=1 x
c) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : 711 ) < vn!

3) En déduire la limite de /n! quand n tend vers 'infini.
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