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PARTIE I

I.1 La matrice diag (�1; :::; �n) est une matrice carrée réelle positive et symétrique d�ordre n et de valeurs propres �1; �2; :::; �n;
comptées avec multiplicité.
I.2 a) La matrice carrée M , d�ordre 2, admet deux valeurs propres distinctes, donc est diagonalisable dans M2(R) et est
semblable à diag (�1; 1), donc son polynôme caractéristique est :

�M (�) = (�1� �)(1� �) = �2 � 1:

I.2 b) La trace est nulle donc les coe¢ cients diagonaux sont nuls ( puisqu�une somme de termes positifs est nulle ssi tous

les termes le sont) et le déterminant vaut �1 . Une (la) solution est la matrice S =
�
0 1
1 0

�
qui est bien carrée réelle

symétrique positive et d�ordre 2 de valeurs propres �1.

I.3 Il su¢ t de construire S par blocs à partir de la matrice précédente. S =

0@ 0 1 0
1 0 0
0 0 0

1A est carrée réelle symétrique

positive d�ordre 3, de valeurs propres : �1; 0; 1

I.4 Idem par blocs : S =

0BB@
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

1CCA est carrée réelle symétrique positive d�ordre 4, de valeurs propres de S sont

�1;�1; 1; 1 (avec multiplicité).
I.5 Raisonnons par l�absurde : supposons qu�il existe une matrice S carrée réelle symétrique positive . Elle est diagonalisable
, donc sa trace est la somme des valeurs propres. Or la trace est la somme des coe¢ cients diagonaux positifs par hypothèse
alors que la somme des valeurs propres est �2 .

Il n�existe pas de matrice carrée réelle symétrique positive d�ordre 3 admettant pour valeurs propres : �1;�1; 0

I.6 a)

� si n = 1 une seule valeur propre a .

� Si n � 1on commence le calcul du polynôme caractéristique de H en faisant pour � � 1 Li � L1� > Li

�H(�) =

������������

a� � b b � � � b
b a� � b b

b
. . .

. . .
. . .

...
... b a� � b
b � � � b b a� �

������������
=

������������

a� � b b � � � b
b� a+ � a� b� � 0 � � � 0

b� a+ � 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . a� b� � 0
b� a+ � 0 � � � 0 a� b� �

������������
= (b� a� �)n�1 j?j

a� b est valeur propre de multiplicité au moins n� 1 . La dernière est donnée par la trace : a+(n� 1)b , c�est une autre
valeur propre si b 6= 0

Les valeurs propres de H sont donc :

8<: a (de multiplicité 1) si n = 1
a+ (n� 1)b(de multiplicité 1) et a� b( de multiplicité n� 1) si n > 1 et b 6= 0
a ( de multiplicité n ) si n > 1 et b = 0

.

I.6 b)

� si n = 1 la valeur propre est l�unique coe¢ cient : réponse : OUI

� si n > 1 on prend dans H b = �1 et a = n . La matrice n�est pas positive (b < 0 ) et les valeurs propres n + 1 et 1 le
sont .

Une matrice carrée réelle symétrique d�ordre n > 1 ayant toutes ses valeurs propres positives ou nulles n�est pas nécessairement positive

PARTIE II

II.1 a) question de cours classique
II.1 b) D�après a) : tXSY = tX(SY ) = (X jSY )n et tXSY = tX tSY = t(SX)Y = (SX jY )n:

8 (X;Y ) 2Mn;1 (R) ;8S 2Mn (R) ; (X;SY )n = (SX; Y )n =
tXSX

II.1 c) P est orthogonale donc tPP = In et donc avec les formules précédentes:

jjPXjj2n = (PX jPX)n = t(PX)(PX) = tX( tPP )X = tXInX = tXX = jjXjj2n;



donc

8 (X;Y ) 2Mn;1 (R) ;8P 2 On (R) ; jjPXjjn = jjXjjn:

II.2 a) On a, par produit par blocs :

(Z jT )n+p = tZT =
�
tX;t U

�� Y
V

�
= tXY + tUV = (X jY )n + (U jV )p:

II.2 b) Si X;Y sont orthogonaux dans Rn et si U; V sont orthogonaux dans Rp, alors :

(Z jT )n+p = (X jY )n + (U jV )p = 0 + 0 = 0

donc Z; T sont orthogonaux dans Rn+p:

II.2 c) La réciproque est fausse,il su¢ t d�avoir X = Y =

0BBB@
1
0
...
0

1CCCA
n

; V = �U =

0BBB@
1
0
...
0

1CCCA
p

II.3 a) D existe : toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base ON , et les �i sont les valeurs propres de
S:
Il existe donc P 2 On(R) telle que : S = PDP�1 = PD tP:

Si Y =

0B@ y1
...
yn

1CA2Mn;1(R): On a : DY =

0B@ �1y1
...

�nyn

1CAdonc :
(DY jY )n =

nX
i=1

(�iyi)yi =

nX
i=1

�iy
2
i 6

nX
i=1

�y2i = �

nX
i=1

y2i = �jjY jj2n:

soit :
(DY jY )n 6 �jjY jj2n

Les inégalités �i � � sont bien multipliées par des réels positifs y2i
II.3 b) Soit X 2Mn;1(R)� f0g: Notons Y = tPX: On a :

(SX;X)n =
tXSX = tXPDtPX = tY DY = (DY; Y )n =� � kY kn = � kXk

2
n

d�où comme jXjj2n > 0
(SX jX)n
jjXjj2n

6 �

:
II.3 c) Soit X 2Mn;1(R)� f0g: Décomposons X sur une base orthonormale B = (V1; :::; Vn) de vecteurs propres de S (qui

existe puisque S est symétrique réelle) :X =
nX
i=1

xiVi: On a alors :

(SXjX)n = (
nX
i=1

�ixiV j
nX
i=1

xiVi)n =
nX
i=1

�ix
2
i et �jjXjj2n = �

nX
i=1

x2i :

On a l�égalité (SXjX)n = �jjXjj2n si et seulement si
nX
i=1

(�i � �)x2i = 0

Une somme de termes négatifs est nul ssi tous les termes sont nuls.

8i [[1; n]] , � = �i ou xi = 0

X =
X
�j=�

xjVj

On a une égalité si et seulement si X est un vecteur propre pour la valeur propre �
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II.4 a) X 2 E , 8i 2 [[1; n]] , xi � 0 . E est donc l�intersection des n demi plans fermés xi � 0 donc un fermé deMn;1(R)
Rappel : chaque demi plan est fermé comme image réciproque du ferme [0;+1[ par l�application linéaire (donc continue)
X� > xi:
II.4 b) � est la sphère unité , c�est donc un compact (fermé comme image réciproque de f1g par X� > kXkn continu) .
C est donc fermé (intersection de 2 fermés) borné (sous ensemble d�un borné) donc compact.

C est un compact deMn;1 (R)

II.4 c) En notant S = (sij)ij et X = (xi)i; on a :

'(X) = tXSX =
X

16i;j6n
xisijxj =

X
16i;j6n

sijxixj :

Il en résulte, par somme et produit de fonctions des fonctions continues (X� > xi ) que ' est continue surMn;1(R):
Remarque : il me semble plus classique de véri�er que la fonction est bilinéaire donc continue (dimension �nie)
II.4 d) Puisque ' est continue surMn;1(R), à valeurs réelles, et que C est compact, '(C) est un compact de R , donc un
bornée et ses bornes sont atteinte. . En particulier,� = sup('(X); X 2 C) existe et il existe X0 2 C tel que '(X0) = �:

II.4 e) Comme X0 2 C � �; on a jjX0jjn = 1; d�où, d�après II.3 b) :� = '(X0) = (SX0 jX0)n =
(SX0 jX0)n
jjX0jj2n

6 �:

� = sup('(X); X 2 C) = '(X0) � �

II.5 a) i)par construction W 2 E, et on a :jjW jj2n =
nX
i=1

jxij2 =
nX
i=1

x2i = jjXjj2n = 1;

donc W 2 �; et on obtient : W 2 C:
II.5 a) ii) On a, avec les notations de I.4 c) et en utilisant l�inégalité triangulaire :

j'(X)j =
X

16i;j6n
sijxixj 6

X
16i;j6n

jsijxixj j

=
X

16i;j6n
si;j jxixj j car S es positive

=
X

16i;j6n
sij jxij jxj j = '(W ):

II.5 a iii) Par dé�nition de �; comme W 2 C , � > '(W ), et donc d�après ii) : � > j'(X)j:
Mais, puisque X est un vecteur propre associé à la valeur propre � de S, on a SX = �X; donc :

'(X) = tXSX = tX(�X) = � tXX = �jjXjj2n = �:

On conclut :
� > j�j

II.5 b) � D�après II.4 e) et II.5 a) iii), on a : � > � > j�j > 0; donc : � > 0 et � = �
� Or '(W ) = (SW jW )n

jjW jj2n
= �: D�après II.3.c) W est un vecteur propre associé à la valeur propre � et par construction W

est positif.
S admet un vecteur propre positif associé à la valeur propre �

II.5 c) Soit i 2 f1; :::; ng:
On procède ensuite avec �i comme avec � :il existe Xi = (xi;j)

n
j=1 2 � vecteur propre tel que SXi = �iXi: On considère

Wi=(jxi;j j)nj=1
On a toujours Wi 2 C et j'(Xi)j � '(Wi) � � . et donc comme � = � ; j'(Xi)j � �:
Mais '(Xi) = (SXi jXi)n = (�iXi jXi)n = �ijjXijj2 = j�ij :on a donc :

i 2 [[1; n]] , j�ij 6 �

:Remarque : on peut au moins dire que �i � � par dé�nition de �

PARTIE III
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Les deux matrices sont symétriques réelles , d�où l�existence des deux BON proposées.
La matrice proposée existe et est diagonale par blocs : les matrices A et B sont diagonales , Y1tX1 est le produit d�une
matrice p � 1 et d�une matrice 1 � n , c�est une matrice p � n , autant de lignes que B et autant de colonnes que A .idem
pour X1tY1 . on pourra faire du calcul par blocs.
III.1

� Soit i 2 f2; :::; ng: On a Zi 6= 0 car Xi 6= 0, et MsZi =

�
AXi

sY1
tX1Xi

�
;or (Xi) est orthonormé donc pour i 6= 1 ,

tX1Xi = (X1jXi)n = 0 et par dé�nition de Xi on a AXi = �iXi
donc

pour i � 2 Zi est un vecteur propre de Ms pour la valeur propre �i

:
� de même

Tj est un vecteur propre de Ms pour la valeur propre �j

:
III.2 a) On a :

jjV (�)jj2n+p = jj cos(�)X1jj2n + jj sin(�)Y1jj2p = cos2(�)jjX1jj2n + sin2(�)jjY1jj2p = cos2(�) + sin2(�) = 1;

donc
V (�) est unitaire dans Rn+p

:
III.2 b) on reprend le calcul du III.1 comme s = 0 la relation sY1tX1Xi = 0 est véri�ée même si i = 1 , et donc Z1 est
vecteur propre associé à la valeur propre �1 . Et de même T1 pour �1 .
On véri�e que fZigni=1 [ fTjg

p
j=1 est une base de R

n+p

nX
i=1

aiZi +

pX
j=1

bjTj = 0)

8>>>><>>>>:

nX
i=12

aiXi = 0

pX
j=1

bjYj = 0

)
�
8i ai = 0
8j bj = 0

Sp(M0) =
�
�1; � � ��n; �1; � � ��p

	
avec multiplicité.

III.2 c) i) On a �1 2
i
��
2

�

2

h
intervalle de bijection de tan :

�1 = 0=) tan ( �1) = 0 =) �1 � �1 +
p
(�1 � �1)2 + 4s2 = 0

=)
p
(�1 � �1)2 + 4s2 = �1 � �1 =) (�1 � �1)2 + 4s2 = (�1 � �1)2 =) s = 0;

or s 6= 0: donc
�1 6= 0

et donc �2 2]0; �[�f�=2g et tan (�2) existe
III.2 c) ii) On a :

tan (�1) tan ( �2)= tan( �1) tan (�1 +
�

2
) = tan (�1) (�co tan (�1) ) = �1

:

III.2 c) iii) On reconnaît dans tan (�1) la relation
�b+

p
�

2a
qui donne une racine de ax2 + bx + c = 0 . avec a = s ,

b = (�1 � b1) , c = �s : et donc tan (�1) est racine de sX2 + (�1 � �1)X � s = 0:
Pour cette équation le produit des racines est � c

a
= �1 . l�autre racine est donc �1

tan (�1)
= tan (�2) :

On véri�e que �1 + sX= �1 +
s

X
()sX2 + (�1 � �1)X � s = 0

Ainsi, �1 et �2 véri�ent l�équation �1 + s tan � = �1 +
s

tan �

et (ce qui est le plus important pour la suite) tan (�2) est l�autre racine du trinôme du second degré donc

tan (�2) =
�1 � �1 �

p
(�1 � �1)2 + 4s2
2s
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III.2 c) iv) On a pour k 2 [[1; 2]]

MsV (�) =

�
A sX1

tY1
sY1

tX1 B

��
cos (�k)X1
sin (�k)Y1

�
=

�
cos (�k)AX1 + s: sin (�k)X1

tY1Y1
cos (�k) sY1

tX1X1 + sin (�k)BY1

�

=

�
cos (�k)�1X1 + s: sin (�k)X1:1
cos (�k) sY1:1 + sin (�k)�1Y1

�
=

0@ [�1 + s: tan (�k)] [cos (�k)X1]�
s

tan (�k)
+ �1

�
[sin (�k)Y1]

1A
Or �1 + s: tan (�1) =

1

2

�
�1 + �1 +

p
(�1 � �1)2 + 4s2

�
et

s

tan (�1)
+ �1 = �1 � s tan (�2) =

1

2

�
�1 + �1 +

p
(�1 � �1)2 + 4s2

�
Donc pour

�1 =
1

2

�
�1 + �1 +

p
(�1 � �1)2 + 4s2

�
MsV (�1) = �kV (�1):

et de même avec
�2 =

1

2

�
�1 + �1 �

p
(�1 � �1)2 + 4s2

�
D�autre part, V (�k) 6= 0, car V (�k) est unitaire, cf. III.2 a).

V (�k) est un vecteur propre de Ms et la valeur propre correspondante est �k dé�ni ci dessus

III.2 c) v) on étudie la famille : F = fV (�1); V (�2); Z2; Z3; :::; Zn; T2; T3; :::; Tpg
�

(V (�1) jV (�2))n+p = (cos (�1))(cos (�2))(X1 jX1)n + (sin (�1))(sin (�2))(Y1 jY1)p

= cos �1 cos �2 + sin �1 sin �2 = cos(�1 � �2) = cos
�

2
= 0:

et donc :
V (�1) ? V (�2)

� Pour tout i 2 [[2; n]] et k 2 [[1; 2]] :(V (�k) jZi)n+p = (cos �)(X1 jXi)n + (sin �k)(X1 j 0)p = 0; car X1 ? Xi

V (�k) ? Zi

et, de même : :
V (�k) ? Tj

� On véri�e de même
8 fi; jg , Zi ? Tj

i 6= j ) Zi ? Zj et Ti ? Tj
� On a déjà vu que V (�1) et V (�2) sont unitaires, cf. III.2 a).
� pour tout i 2 f2; :::; ng; jjZijj2n+p = jjXijj2n = 1 et, pour tout j 2 f2; :::; pg; jjTj jj2n+p = jjYj jj2p = 1:
� En�n F a n+ p éléments et dim (Rn+p) = n+ p:
On conclut que F est une base orthonormale de Rn+p:

les valeurs propres (avec multiplicité sont : �1; �2, �2,...,�n, �2,...,�p:

III.2 c) vi)Si s = 0 on a :

�1 =
1

2

�
�1 + �1 +

p
(�1 � �1)2 + 0

�
=
1

2
(�1 + �1 + j�1 � �1j)

�2 =
1

2

�
�1 + �1 �

p
(�1 � �1)2 + 0

�
=
1

2
(�1 + �1 � j�1 � �1j)

On a donc �1 = �1; �2 = �1 ou �2 = �1; �1 = �1 selon le signe de �1 � �1 . Les autres valeurs propres sont les mêmes de
façon évidente.

PARTIE IV

5



IV.1 Soit �1 2 R tel que �1 > 0: La matrice carrée d�ordre 1, A = (�1) est élément de S1(R+) et �1 est valeur propre de A.
Ainsi, (P1) est trivialement vraie.
IV.2 a) On a

: a = �1 + �n+1 > �(�2 + � � �+ �n) > 0
car les �i sont négatifs pour i � 2 . On a aussi

a+ �2 + � � �+ �n = (�1 + �n+1) + (�2 + � � �+ �n) = �1 + �2 + � � �+ �n + �n+1 > 0:

(a; �2; :::; �n) véri�e :a > 0 > �2 > ::: > �n et a+ �2 + � � ��n > 0:
D�après (Pn), il existe A 2 Sn(R) tel que a; �2; :::; �n soient les valeurs propres de A, avec multiplicité.
IV.2 b) D�après II.5 b) comme A 2 Sn(R+), A admet un vecteur propre unitaire positif associé à la valeur propre a.
IV.2 c) i) Si on pose p = 1; B = (0) ; (qui est bien une matrice carrée réelle symétrique ), et Y1 = (1); (qui est bien un
vecteur propre unitaire de B): on a bien que la matrice Ms proposée est de la forme (1) de la partie III.
IV.2 c) ii) � Avec les notations de III.2, on a :�1 = a; �2 = �2; :::; �n = �n; �1 = 0
On a donc : :

tan �1 =
�a+

p
a2 + 4s2

2s
; tan �2 =

�a�
p
a2 + 4s2

2s

�1 = �1 + s tan �1 ==
a+

p
a2 + 4s2

2
; et �2 =

a�
p
a2 + 4s2

2
:

La liste des valeurs propres de Ms; avec multiplicité, est donc :

a+
p
a2 + 4s2

2
;
a�

p
a2 + 4s2

2
; �2; :::; �n:

IV.2 c) iii) Prenons s =
p
��1�n+1; ( ��1�n+1 > 0 d�après les hypothèses sur les �i ) : On a alors :p

a2 + 4s2 =
p
(�1 + �n+1)2 + 4(��1�n+1) = j�n+1 � �1j

or �1 > �n+1 donc :
p
a2 + 4s2 = �1 � �n+1 et donc

a+
p
a2 + 4s2

2
=
1

2
(�1 + �n+1 + �1 � �n+1) = �1; et

a�
p
a2 + 4s2

2
=
1

2
(�1 + �n+1 � �1 + �n+1) = �n+1:

On conclut que, pour ce choix de s, les valeurs propres de Ms sont : �1; �2; :::; �n; �n+1:
Donc il existe A (égale àMs) dans Sn+1(R+) telle que les valeurs propres de A, (avec multiplicité) soient : �1; �2; :::; �n; �n+1;
(Pn+1) est véri�é
Par récurrence sur n.

(Pn) est vraie pour tout n 2 N�

IV.3 a) On remarque d�abord que la matrice A proposée est carrée réelle d�ordre 3, positive et symétrique.
On calcule le polynôme caractéristique de A :(on commence par L1 � L2 pour avoir le facteur ��� 1 )

�A(�) = (6� �)(�3� �)(�1� �)

On conclut :
Sp(A) = f�3; �1; 6g

:
IV.3 b) Comme par hasard 6 = 9� 3 et on peut appliquer la méthode de la récurrence avec les �i .
Avec les notations de IV.2 :

n = 3; a = �1 + �4 = 6; s =
p
��1�4 =

p
27 = 3

p
3:

Après calcul on trouve que X1 =
1p
3

0@ 1
1
1

1A est un vecteur propre unitaire de A associé à la valeur propre a = 6:

La matrice Ms construite en IV.2 c) convient et on a :

Ms =

0BB@
1 2 3 3
2 1 3 3
3 3 0 3
3 3 3 0

1CCA :
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