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Les parties I et II sont indépendantes entre elles et du reste du robléme St
é‘ k)
question II1 4) . P (a Pexception de la

+ _1\?
partie 1: Etude de  Rn= f (=1) .neN.

p=n+l p

1 ler ’énoncé d’ éme i i
) a Rappeler oncé d’un théoréme (ypcompns |’évaluation du reste ) permettant de montrer

. . ) -1
que la sene de terme général -—-;)- est convergente,ou p € N* .

b) A Y'aide d’une suite géométrique montrer que:

1
vn €N, &.:(—1)"“/ 2 dz.
o 1+¢<T

2) a) Par intégration par parties , montrer qu’il existe un entier g € N* é
et u iffé
> . n réel k différent

_ (_l)ﬂ+1 1
R.=k s +0 (;p;jl—) .

b) En déduire la nature de la série de terme général Ry .

400
3) Déterminer la somme Y, Rn.
n=0

+00 L Y4
PartieII:Etude de ™= X (=1) , ne N.

p=n+1 p

1) On note, pour 7 eN,Un= f:
p=1

Sl
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a) Montrer qu’il existe un réel L tel que:

lim (U, / ” d’) L+2.
’ o\ """ ), Uz
. . to 1
b) Soit 6 un réel strictement supfrieur a 1. Justifier Pexistence de P_Z":H I—’i et en trouver

un équivalent quand n tend vers ’infini .
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2) On pose, pour n € N*, v, = U, ~2y/n~ L.

a) Etudier la série de terme général vn41 — vn et en déduire que v, équivaut & —— ‘/. lorsque

n tend vers l'infini .
b) Déterminer un équivalent de v, — —= lorsque n tend vers l'infini; en déduire que U,

2\/_

est de la forme:
U, =AvVn+ B+ — ¢ +o( )
Va nv/n
(-1)?
VP

b) Exprimer r3, en fonction de S et des sommes'pa.nielles U, et Uzp .
¢) En déduire qu’il existe deux réels a et b que I'on déterminera, tels que:

rg,‘=a+\—;’-ﬁ-+0($) .

Exprimer S en fonction de L et déterminer la nature de la série de terme général r,, .

3) a) Montrer qu'’il existe un réel S tel que E =S.

. oo (_1\P |
Partie II1: Etude de g, (z) = f (=1) , z €]0,+00[, n € N.
p=n+1 r*

On rappelle que la fonction gamma est définie par, Vz € ]0,+oo[,
400
I(z) = / =-1etdr .
(]

1) Montrer que Vz € J0, +oo[,Vp € N*,

_1_— _];_/+°°t=—l —prtds
¥ T@Jdb i

2) Vérifier que gn est défini pour tout n € N , puis montrer que:

(_1)n+l +c0 tx—le—(u+l)t
@ (%) = 75— —
. r (3) (1) 1 + e

3) En déduire que la série de terme général g, (z) converge, et mettre sa somme sous forme
intégrale .
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Partie IV : Etude de z, = :VEO (-1’ f(p),ne€ N.
1

p=n+
Soit f: R} — R convexe , décroissante sur ]0, +oo , de limite nulle en+oo ) de Jwe C

1) a) Donner un exemple d’une telle fonction f .
b) Montrer que z,, est défini pour tout n € N.

2) Montrer que:

+00 s
VieN, 2e.-(-D)™ fa+l)= Y (-1 (f(p)—f(p+1))

p=n+1l

et en déduire que la série }_ z, est convergente .

3) On suppose de plus que f (p) est équivalent & f (p+ 1) lorsque p tend vers I'infini . Déterminer
un équivalent de z,, lorsque n tend vers I'infini .

Partie V: Etude de ¢o (7).

1) Montrer que go est continue sur ]0, +-oof .
2) Montrer que gy est de classe C* sur ]0, +oo[ . Enoncer avec précision le théoréme utilisé.

3) Déterminer zll.?@“ (z) .
4) Déduire du IV 2) que ¢o admet un prolongement continu & [0, +o0o[ encore noté g .

5) a) Montrer que:

+00
Vz € [0, +oo[ qo(2)=qo(0)+§Z(—l)"’/w;;d%l :
p=l1 P

b) En déduire que go est dérivable en 0 et déterminer gf, (0) en fonction de .’f (=1)%In ( 1+ 1) )
=1 4

6) Déterminer ;f:: (-1)’In (1 + ;1,-) .




