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3 b
séries S(z) et T(z) sont convergentes pour |z| < p. Pour un tel z, partir des relations
évidentes ;
__ 5 o
_ M (ps1 —@up —bug) 2" =0 et M (Vnet — CUp — dup) 2" =0
_ n=>0 n={}

et obtenir un systéme de deux équations ordinaires (non différentielles} vérifiées par
S (z) ot T (2). Résoudre ce systéme et exprimer S'(z) et T'(2) sous la forme :

Aung 4+ Bug

ot A et B sont deux fractions rationnelles en z (chacune dépendant des coefficients
@, b, e, d).

I1.C - On appelle séries exponentielles G, H associées aux suites u et v les fonctions
de la variable z € R qui sont les sommes des séries entieres ayant respectivement

;o Uy " Up "

| pour termes généranx —— ef —— Autrement dit :
e nl

|
| =\ u =
" ; _ ,
| QQVHMhH: et .m:HVHMh;: (9)
_ = nl ol

Zo__?!whro _uQﬁS Mmum.z.: ] Uyl = Omﬂﬂ&

Déterminer les rayons de convergence de ces deux séries.

IL.D - Wao&&mm comme précédemment et obtenir {par des transformations justifiGes)
un systéme de deux équations différenticlles permettant d'exprimer G’ et H' en
fonetion de G et H.

| ILE - En déduire que G ot H sont solutions de la méme équation différentielle

linéaire du second ordre (E) dont on exprimera los cocfficients en fonction de A et

LB ON —uwgp ubidipen &_v)p..- £ avon .u\e&* .,%.FS..
¥t o 6'(x) -V H'(XV = hp 6(%)
|TLF - Résoudre les équations différentielles précédentes et obtenir G (z) et H {(z)

sous une forme simple mettant en évidence la dépendance par rapport aux conditions
initiales.

Partie III- Transformation de Laplace

On rappelle que la translormée de Laplace Lap (f) d'une fonetion f définie sur
[0, +00| et & valeurs complexes est définie par :

o
Lap () () = \c £ (&) exp (~tp) dt

Dans ce qui suit, on supposera toujowrs a € R. On dira qu'une fonction f est
CDI (), i.e. « continue et dominée a Pinfini par exp (@ t) » lorsque :

1. f cst une fonction continue de [0, +oof vers C.

2. Papplication £ — ¢~ f(t) est bornée sur [0, tocl.

IIL.A - On suppose que f est CDT (). Démontrer que pour tout nombre complexe
p dont la partic réelle est strictement supérieure a ¢, Lap (f) (p) est une intégrale
convergente,

IIL.B - On suppose que | est de classe C' sur [0, +-oo] et que f est CDI ().
Démontrer que pour tout nombre complexe p dont la partie réelle est strictement
supérieure & o, Lap (f') (p) est une intégrale convergente et calewer Lap (f) (p) en
fonction de Lap (f) (p), de p et de f(0).

IIL.C - Pour une suite (u,) quelconque de nombres réels, on rappelle que les séries
S et G ont 6té définies respectivement dans les sections 1D et 1.F par les [ormules :

o

mﬁwuﬂweﬁnm: et G(z) HMWJN:

n=0 n=0

En admettant (pour cette seule question) que l'on puisse permuter série et intégrale
et en admettant Iexistence dos intégrales rencontrécs, offectuer les caleuls reliant la
transformée de Laplace de la fonction t — G(t), t =0 avecla série S. On obtiendra
un résultat sous la forme :

Lap (@) (p) = cxpression simple en Setp (10)

lorsque p est un nombre complexe dont la partie réelle est strictement positive.

[IL.D - On souhaite appliquer la formule précédente aux séries S et (7 associées &
|a suite récurrente u étudide dans la Dartie I. (par les fomules (2) et (4)). dﬂrmﬂ la
linéarité de Lap et les résultats précédents pour tran sformer I'équation différentielle

concernant £ — G (t) en une équation ordinaire concernant S. Veérifier que l'on

retrouve Vexpression déja obtenue en LE.



r‘artie i - Recurrence en dimension 1 | = o

| ..H\. ._.
| | | | | (tnt1 — @Up — D) — =0
Uw?. cette partie, a, b sont deux réels fixés avec a # 1. On considére une suite u m ) 4
définie par un terme initial up et la relation de récurrence

et obtenir (par des transformations justifiées) une équation différentielle du premie
ordre vérifiée par la fonction G. Résoudre cette équation en remarcguant que (4
| fournit aussi une condition initiale pour G (z). Obtenir ¢ sous la forme

Unt1l = @ Up + b AH:

LA - Eerire une séquence d'instructions permetiant le
(on ne cherchera pas & optimiser les calculs).

cul de 4y, pour o donné | b ?u —ugC+bD . (6
L.B - Déterminer la constante k telle que la suite v définie par ol ' et D dépendent de x el a.

Vo v, = g + R 1.H - En utilisant (6), retrouver expression de uy, en fonction de 7.

¢ expression pour calculer u, pou

Ferire une séquence d'instructions utilisant ¢
e =AU . . . s ; -

n+l = GYn. chaque valeur donnée de n. Ce programme est-il plus rapide que celui du A7 Qu
peut-on faire pour obtenir un programme réellement phis rapide 7

vérifie la relation de récurre

I.C - En déduire la valeur de u,, en fonction de ug et de n.

I.D - On appelle série ordinaire associée & la suite u la fonction S de la variable

complexe 2 qui est somme de la série entiere de terme géncral u, 2", Autrement dit : _ Partie II - Récurrence en dimension 2
§(z) = M Up 2" (2) Dans cette partie, @, b, ¢, d sont quatre réels tous différents de 0. On considére dew:
n=0 suites u et v définies par leurs termes initiaux wg, vo et la relation de récurrenc
Déterminer E A@HE. p du rayon de convergence de cette série (une discussion précige | madtricielle : Ut 1 u a b
des cas particuliers est demandée). Quelle est la valeur minimale pg de ce rayon pour H_:Un.w =M @_: avec M = c d (7
3 n " - d

a fixé?
la notation en a, b, ¢, d et, comme & la section I-D, on ap-
aux suites u et v les fonctions S et T de la variable
n m# ..O_ﬁ. N.w._.,

LE - On suppose [z| < pg. Partir de la relalion évidente : “ ILB - On revient &
_ pelle géries ordinaires associées

| — = { 1 A AT - o~
L 01K _. X ( d..~ SOTLL .— OIIITNES es mn\uh 185 entleres e jermes o cneranx Uy 2
M ﬁ n4+1 — G Un 8 2" =10 7 plexe z qui sont les sounes d t s det o
e »P_._.__Hﬁ—.u.:.ﬁ.—u.& Q,___ N

| S(z) = M\zﬁ 2" T (2) = M\r‘c; Z" (8)

cf obtenir une équation ordinaire (non différentielle) vérifiée par S (z). Résoudre
cette équation et exprimer S sous la forme : | " "

S(z) =ug A+ bB (3) O Nobe At P Ley dewx nacines dwalincta ou non
oit A et B sont deux fractions rationnelles dépendant de 2 et a. ﬂnm X Nl. m @ ..rn; X. + a & - fh <0

I.F - On appelle série exponentielle associée & la suite u la série entiere de la variable

z & C définie par : on Pon..ﬁ .W...u. an ..—Wl_.. ﬂ;d et on a dnet Ac« Ly ety
5 /
Aere soak comvearsente 23 3)< P, \m qualin IT.A

G(z)= (4)
i Onh Ae
Déterminer le rayon de convergence pe de cette série G. On pose : %\&\. N%. aferest : 0 #0 ot CQ #O
Ty o Up41 -
G (2) = ;an|;m 2" (5)

Montrer que G’ (2) a méme rayon de convergence pg que G (z) et que si z est un
réel avec |z| < pg, G' (x) est ellectivement la dérivée de la fonction réelle x — G (z).
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