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DUREE : 3 heures
N.B. : Ce sujet comporte 3 pages
Les calculatrices sont autorisées

Si au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
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On donne la valeur de I'intégrale : / tee e dt = V.
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1. Montrer que pour z € C Pintégrale T (z) = / e #+*4t existe. Calculer I (z) -
pour z € R (on pourra utiliser le changement de variable =t—z/2).

2. Calculer la dérivée de la, fonction :

J: R o
z / _(H'“")zdt.

on monbera ?u,e X}:O

En déduire une expression explicite de I(iy) pour y € R.

3. Déterminer une expression explicite de I (z) pour tout z complexe.
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morceaux et mtegrables sur R (on rappelle que c’est un espace vectoriel sur le corps
C des complexes).
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2. Prouver que lintégrale /

e f(t)dt existe pour tout =z € R. On notera f(z) sa
valeur. ‘

3. prouver la continuité de f.

R

4. a) Soient b < ¢ deux réels. Calculer hgloo / "oty

b) Etant donné un réel € > 0 et un entier n € Z, montrer qu’il existe une fonction gc

en escalier sur l’mterva.lle-[a;;/&ﬁl] telle que I'on ait V¢ €ldgz@enl, |f(t) —g(t)] < €. En
déduire que l'on a _lim falz) = C-n ;\J L-», 0]

c) Proyver la propriété : lim f(z) = -
Dans la suite du probléme on conservera la notation f (z) = / Foo ’-m f(t)dt pour
-0

f €L (R); lafonction f sera appelée transformec de Fourier de

—

la fonction f.
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On note dans la suite du probléeme § = S(R) 'ensemble des fonctions f:RC
de classe C™ sur R et possédant la propriété suivante :
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1. Montrer que toute fonction de S est bornée et Uﬂ&lﬁ;w&-ﬁ-gsur R.

V(pg)e NxN, lim z°f6)(z) = 0.
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2. Venﬁer que S est un sous-espa.ce vectoriél de L], (R),

3. Montrer que pour tout a e]O +oo[ la fonction x Nl est dans S.
(‘ »wnl . ‘;\.‘vs ',l‘« -
4. " Pour f €s, prouver que les fonctions f’ etz — z f(a:) sont dans S. Pou
(p.q) € N x N, que peut-on du-e de la fonction z ++ 22 f@)(z) 7

5. Pour a € R et f € S, montrer que la fonction z ++ e~ia= f(z) est dans S (m
observera que sa dérivée est de la forme e"i**g(z) ot g € S).

1. Montrer que la transformée de Fourier d’une. fonction de § est de classe C! et quen

détivEe-est la transformée de Fourier d’une fonction de S. En déduire que la transformeée
de Fourier d’une fonction de S est de classe €.

2. Soit f € S. Exprimer la tra.nsformee de Fourier de f’

au-moyen de celle de f. En
déduire que f € S ’

T

3. Soit f € S. Pour tout y € R on définit la fonction -
9y R - C
z = e f(z).

Calculer la transformée de Fourier de gy en fonction de celle de f.

-
4. Pour a €]0,4+oof et y € R, ca!culer les transformées de Fourier des fonctions e
Te "’zlet T e % e




