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Questions de cours:sur 5 points

1. Enoncez rigoureusement les trois théorémes qui permettent de justifier :

b
/a "-liﬂ-noo fn t - n—v+oo/ fn

2. Vous devez étudier f et vous avez déja prouvé que f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E .
Indiquez toutes les méthodes dont vous disposez pour montrer que f est un isomorphisme . (précisez
clairement les hypothéses éventuelles de chaque méthode)

3. Définition de deux matrices équivalentes . Définition de deux matrices semblables.

Quelle méthode utilisez vous pour étudier si une matrice triangulaire T' est semblable & une matrice
M a priori quelconque?

4. Comparaison d’une série et d’une intégrale :

e Sous quelles hypothéses peut-on dire que 3 f(n) converge si et seulement si fo t)dt admet une
limite finie quand n tend vers +o0?

e Sous les hypothéses précédentes quel encadrement du reste a-t-on?

5. Donner un exemple de suite (uy) telle que la série 3~ u, diverge et telle que la suite (u,) converge.

EXERCICE EXTRAIT DES FEUILLES Sur 4 points

Soit pour tout entier n >0 : a, = 01 - -t:t" dt .
Calculer la limite de la suite (a,) .
En utilisant un changement de variable déterminer a tel que u, ~ £.

PROBLEME (Centrale TSI 1997 parties I et II) sur 11
points.

Remarques:

e Dire que E = F® G, c’est dire que F' et G sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires de E.
e au A4 :Remplacez la question par :”Montrez que A et S sont supplémentaires dans M3(R)

e au IC : une forme linéaire sur F est une application linéaire de E dans R .
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Dans tout le probléeme, les matrices utilisées appartiennent a M,(IR). Toute ma-
trice M de M,(IR) est notée

abc
M= kiIm]|
rst

On appelle B la base canonique de M,(IR). Elle est formée des matrices :

gt 010 0ot
E, =00 0[,E,=({000|,E; =100 0},
0 0o 0o0o 0oo
000 000 000
E,=|1 00|,Eg={0 1 0|, E;=]0 0 1,
000 000 0oo
000 000 oo
E;=|00 0f,Eg=(0 00|, E;=]00 0]
P00 010 001

On peut donc écrire :
M = aE | +bE,+CcE,+kE +IE;+ mE, +rE,+ SE +E,.
A une telle matrice on associe les huit nombres
s, =a+b+c s, =k+l+m sy =r+s+l;
s,=a+k+r;s,=b+l+s s, =c+m+t;
s;=a+l+t;s;=r+l+c.
On note :
I la matrice unité :
J la matrice dont les neuf coeflicients sont égaux a un;
S le sous-espace vectoriel de M,(IR) formé des matrices symétriques ;
> _cv.c:v..cmc:ca<ccr:.mc_n_ci..._:.?_.:F..acv.:E:.mncm:::mv\_:e._:.E:cv.“
<

le sous-espace engendré par J

T lensemble des matrices pour lesquelles le nombre s, est nul (ensemble
des matrices de trace nulle).

Purtie I - Généralités

LA - Questions préliminaires

L.A.1) Quelles sont les dimensions de Setde A ?
1.A.2) Montrer que T est un sous-espace vectoriel de M;(IR). Quelle est sa
dimension ?

I.A.3) Montrer que S~ 7 et V sonl deux sous-espaces vectoriels de S, supplé-
mentaires dans S. Quelles sont leurs dimensions respectives 7
L.A.4) Montrer que M(IR) = A® (SN T)® V| « .

LB - On considére lapplication ¢ qui, & la matrice M, associe 'élément
(S). Sa. ... Sy) de IR".

I.B.1) Montrer que ¢ est une application linéaire de M,(IR) dans IR*.

1.B.2) Ecrire la matrice de ¢ en rapportant I'espace de départ a la base B et I'es-
pace d’arrivée IR* a sa base canonique.

1.B.3) Montrer que le rang de cette matrice est 7 (on pourra remarquer que l'une
des lignes est combinaison linéaire de celles qui la précédent, puis considérer
une combinaison linéaire nulle des 7 autres lignes).

1.B.4) En déduire la dimension du noyau de ¢.

I.C - Soit E un espace vectoriel sur IR de dimension p et soit A une forme
linéaire non nulle sur E. Soit H le noyau de A et soit F un sous-espace vectoriel
de E, de dimension q.

1.C.1) Donner, sessssiivwonmtustion, |2 dimension de H.

1.C.2) Soit A' la restriction de A a F : X' est I'application qui, a x e F, associe
A(x) . Exprimer Kerd' en fonction de F et H. .

1.C.3) En déduire que la dimension de FnH estégaleagqoua g-1.
1.C.4) Montrer que, si F contient un vecteur n’appartenant pas a H, FAH esl
de dimension g- 1.
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Partie Il - Matrices magiques

Dans celte partie, on s'intéresse aux matrices M, dites magiques, pour lesquel-
les les huit nombres S1» S35 ..., Sy sont tous égaux entre eux. On note a la valeur
commune de ces huit sommes. Le réel o est appelé “somme” de la matrice ma-
gique M. Lensemble des matrices magiques est noté . 7/ .

ILA - Montrer que . #/ est un sous-espace vectoriel de M ,(IR) .

ILB - Matrices magiques symétriques

ILB.1) Montrer que .7/~ ST et .# A sont des sous-espaces vectoriels de
.7/ . Trouver pour chacun d’eux une base et sa dimension.

ILB.2) Montrer que ./~ S = (#~nSAnTYo V.

ILC - Description des matrices magiques

IL.C.1) Montrer que .47 = (# A S)® (. # A A) e

I1.C.2) En déduire une base de .# . Montrer que les matrices magiques d’ordre
trois sont les matrices de la forme :

X+Z -X+y+2z -y+2z
-X-y+2z z X+y+2z |»
Y+2Z  X-Y+Z -x+2z

ou x, y et z sont des réels quelconques.

IL.C.3) Montrer qu'il n’existe qu'une matrice magique vérifiant a = 3,b=4
¢ =5 et éerire celle matrice.

I1.C.4) Trouver la dimension de .77~ T .

)

<
N Ct D.¢ Partie 111 - Etude spectrale N
Dans toute la suite (parties 111 et IV), E est un espace vectoriel o:n.:m:w:

orienté¢ de dimension 3 rapporté a une base orthonormée directe ¢ = (i J . K).
On consideére une matrice magique

abe
M=l kim
rst
et on nole v endomorphisme de E qui admet M comme matrice dans la base
L . )
. On désigne par v, le vecteur de composantes (1. 1. 1) dans la base 7 .
HLA - Montrer que le vecteur v est un vecteur propre de M. Préciser la valeur

propre associce A, .

ITLB - On note A, el A, les deux autres valeurs propres (réelles ou complexes,
distinctes ou non) de la matrice M. Eerire les termes de degrés 3 et 2 du
polyndme caractéristique de M ; calculer la somme des 3 valeurs propres réclles
ou complexes de M en fonction des cocfficients a, / et ¢t de M. En déduire que
X, et A, sont opposées.

II.C - Former une équation cartésienne du plan vectoriel Il orthogonal a v et
montrer que ce plan est stable par v.

IILD -
I1.D.1) Préciser la direction du vecteur Ew - mv , par rapport a cellede v.

3

IT1.D.2) Montrer que Sw - mv est orthogonal a 7= k.

IILE - On suppose dans cette question IILE que M est une matrice magique
symétrique. Montrer qu'il existe une matrice orthogonale P et une matrice
diagonale D ayant les propriétés suivantes :

* les coefficients de la premiére colonne de P sont tous égaux entre eux ;
® D estdelaforme

@« 00
D=1 94 0|
00 -p

ou a est la somme (définie dans la partie I1) de la matrice M et B un réel
positif ou nul ;

* M=PD'P(ou'P estla matrice transposée de P).

Partie IV - Matrices magiques orthogonales

Si W est un sous-espace vectoriel de E, Porthogonal W' de W est I'ensemble
des vecteurs de £ orthogonaux a tous les vecteurs de W. On rappelle que w'
est un sous-espace vectoriel de £ supplémentaire de W.On rappelle par ailleurs
que la symétrie orthogonale par rapport a W est, par définition, la symétric par
rapport & W parallelement a W', On dit que la symétrie orthogonale par rap-
port a W est un retournement (ou un demi-tour) si W est une droite.

IVA - Etude préliminaire
Soit f un endomorphisme de £ et S la matrice de f dans /7.

IV.A.1) Montrer que, pour que f soit une symétrie orthogonale par rapport 4 un
certain sous-espace vectoriel Wil faut et il suffit que S soit a la fois symétrique
ct orthogonale.
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