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Pour tout nombre éel x tel gue la séne 29:{ converge (vesp. la série Zin{l—!—e"“)
= 220 ‘
o [ gy —
converge), on note 8{x}= Ei L (resp f (x}=, In (1 +e )} ia somme de cette série.
n=i " el

Obijectiis :

On se propose d’étudier quelgues propriétés des fonctions 8 et ;
Tans la pariie 1, on calenle trois valeurs exactes et une valeur approchée de #{n) pour quatre entiers
naturels n. La partie I est consacrée & une émds de la fonction f endiaisamraver o e . Dans la

partic III, on étudie de facon plus précise la continuité et le caractare C' de la fonction &.
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1/ Driciser. seion la valeur du nombre réet x, la limite de ~:A— lorsgue 'entier »n tend
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L1/ Montrer que Uensemble de définition de la fonction & esi

1731/ Préciser une primidve de la fonction 7r>tand & caleuler J,.
1133 Idontrer que lasuite J, @St convergents el precisor sa Himitg,
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Pour tout entier naturel » gonnul, onposz 5, = 2 ST
o]
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12,1/ Didcrire, en frangais, un algorithme de caleul de 5, powr » enuer namure! non nul
denng

i.2.2/ En utlisant Dalgorithme précédent et Ea calculatrice, domner la valeur décimale

approchée par défaut o de 8,4 la précision 107

1.2.3/ Monirer gue o est aussi la valeur décimale approchee par défaut de 8{3}a la précision

ok

{

et

L3 Caleul de 5{(2) et 8(4).

On considére la fonction ¢ définie sur B, & valeurs réelles, 2z -périedique et vérifiant .
g{x}=x% pourrout xelw; a].

Pour tout entier naturel », onpose &, = J‘ x7cos{rx)dx .

3.1/ Caleuler &, pour tout entier naturel #.

3.3/ Expliciter le- cecfficients de Fourier réels « {gler 4, {2 }de la fonction g .

Or rappellte gue pour tout entier naturel »

‘{ "
£.3.30 Jusufier la convergence, pour tout x réel, de la série ; cos{ v} et expliciter
pe
cos{mx} pouriout x€ -7 ; 7).
[.3.4/  Endéduize la valeur e 9{2).
1.3.5/  Justifier ia convergence de la sénse Z - et calculer a valeur de sa somme » —.
a3 i n:E- 7

1.3.6/  Enudlisant le vésuhiat obtenu en 13,3/, lablir la convergence de {a série




L33/  Endéduire la valeur de a(4}.
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Pour fout entier natirsl » et tout nombre réel x. on note u fx)= 111;"\1 +g 7 ) .

Peor towt nombre sgel x ‘el que la série 7, {x)converge, on note f{x)= S v {x} la somme de
520 =2
cetie série. On se propose d’étudier guelques propriéés de la fonction 1 é
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.3/ Montrer que la fonction f est définie sur 10 ;+oo] .

m mate gé
1.2/ Montrer que la fonction ;7 est continue sur

L3/ Montrer que la fonction f est strictement monotone sur 16 ;-

prmmy

gzt un intervalle de B

8

A7 Justitier Uaffirmation

.

1.5/ Montrer que l2 fonetion f admet une limite fimie A (que Pon précisera) en 400
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1. Montrer que les frois séries entieres Zx“ , ZJ; =" et zn +" ont chacune un rayon de
n=1 - nzl n2l

convergence égal a 1.

400 +oo +oo
On pose alors : vxe]-L1[. F(x)=2 %" g(x)=> Jnx", h(x)=Y nx".
n=1 n=1 n=1

On sera attentif au fait que les trois sommes ci-dessus sont indexées & partir de n = 1.

7. Dans cette question, x désigne un élément quelconque de intervalle |-1,1 [ .
Rappeler sans démonstration une expression simple de f (x) et en déduire une expression

simple de /z(x) en citant précisément le théoréme de cours utilisé.

3.
a. Montrer que la fonction g est strictement croissante sur I’ intervalle [ 0,1 {.
b. Soit x un élément quelconque de Pintervalle [ 0,1]-
Minorer g(x) et en déduire:  lim g (x)=-+ee-
x=—>1_
¢. Donner Iallure de la courbe représentative de la restriction de la fonction g a1’ intervalle
[0.1]. |
On précisera en particulier la tangente a I"origine et la position de la courbe par rapport a
cette tangente.
4.
a. Montrer qu’il existe un unique réel @ possédant les deux propriétés suivantes :
o est élément de Iintervaile [0,1] et gla)=2.
b. Calculer £(0,5) et en déduire: &= 0,5.
c. AT aide de votre calculatrice, déterminer explicitement le plus petit entier naturel non
gy
nul ng tel que: ZJ; (0,6)” >2.
=1
Que peut-on €n déduire pour @ ?
5.

a. Montrer que : ‘v’xe]—-l,l[, (l-x)g(x):io(\/_--v\/;—’l)x”..

n=1

b. En utilisant le critére spécial relatif aux séries alternées, montrer que la série

Z(‘r "m) (—1)" est convergente.

n=l

c. Montrer que la série Z(J_ — n~—1) (—1)rl n’est pas absolument convergente €t

nz1 )

déterminer le rayon de convergence de 1a série entiére Z (J— —n —1) x".

nzl

4. Montrer enfin que ia fonction g possede une limite finie lorsque X tend vers —1 par
yaleurs supérieures. On citera trés précisément le théoreme utilise.




