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La présentation, la lisibilite, Porthagraphe, la qualité de la rédaction, fa clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans Pappréciation des copies.

Les candidats sont invités A encadrer dans [a mesure du possible les résultats de leurs calculs.
s ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout
matériel électronique est interdite. Seule utifisation d’une régle graduée est autorisee.

Si au cours de Pépreuve, un candidat repere ce qui lui semble &tre une erreur d'énoncé, il la

signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu'il sera amené a prendre.

PROBLEME 1/

Notations :
r!

—r . sigestdans{0,1,...,
Si p et g sont des entiers, on note (Z) =<4 q!(p —9)! 1 i P} .
0

sinon
Pour 1 entier naturel non nul, on note E, le R-espace vectoriel des fonctions polyndmes

réelles de degré inférieur ou égal a 7.
On note, pour k dans {0,1,...,n}, P la fonction polyndme définie par

YxeR  Bylx) ="

On rappelle que la famille B = (Py, Py, ..., Py) forme une base de Ej.

Les parties I1I et IV de ce probleme sont indépendantes. Les résultats de la partie I sont
utilisés en fin de partie 1.

. ?\_}



Partie I - Un résultat préliminaire

1
1.1) Montrer que 'application f définie sur R* par flx) =1+ p réalise une bijection de
R* sur une partie X de R que 'on déterminera. On explicitera f ' (x) pour x € X.

Partie II - Définition d'un endomorphisme

Si P appartient a Ey, on pose, pour x réel non nul, u(P)(x) =x"P(1+ %)

1.2) Exemple : dans cette question seulement, on prend n = 2. N

a) Pour P dans E; défini par P(x) = ax? + bx 4 c avec a, b et ¢ réels, exprimer, pour x réel
non nul, u(P)(x) sous la forme ax? + Bx + 7 avec a, B et y réels que I'on exprimera en
fonction de a, bet c.

b) Quelle valeur faut-il donner a u(P)(0) pour que u(P) soit dans E 7

On revient au cas général : 7 est de nouveau un entier naturel non nul quelconque.

n
11.3) Soit P dans E;;; on pose P = Z aiPr.
k=0

i
Ainsi : pour tout x réel, P(x) = Z akxk (ot ag, . - -, ay sont les coefficients réels de P).
k=0 -
Déterminer la limite, notée £, de u(P)(x) lorsque x tend vers 0. Dans la suite de ce pro-
bleme, on posera u(P)(0) = L ez i oo 71 s ‘
IL.4) Montrer que 4 est un endomorphisme de En.

Partie IIT - Etude de la bijectivité de l'endomorphisme u

On notera M, la matrice de u dans la base B.

I11.5) Exemple : montrer que Mz = et justifier que Mj; est inversible en

=0 O O

0
0
1
1

N = O
_ L Ul e

cherchant A déterminer son inverse M, ' que I'on explicitera.

On revient au cas général (n entier naturel non nul quelconque).
M.6) Déterminer le noyau de et en déduire que u est bijectif.
ML7) On pose pour x réel et k entier dans {0,...,mn},

Qu(x) = (x+ 1" *

En utilisant la question précédente, justifier que la famille (Qo, Q1,-- -/ Q) est une base
de Ey.

IM1.8) Exprimer, pour j dans {1,2,...,n+1},u(Pj_;) alaide de Py_iy1,Pa—ji2, s P
1I1.9) En déduire, pour i et j dans {1,2,...,n+1}, le coefficient situé sur la ligne i et la
colonne j de M. -

[IL10) Déterminer, pour x réel différentde 1 et P dans Eg, u(P)(f1(x)).

I1.11) Endéduire u™1.
IML.12) Déterminer, M, ! (on donnera, pourietjdans {1,2,...,1n 41}, le coefficient situé
sur la ligne i et la colonne j de M3 ).
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