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EPREUVE DE MATHEMATIQUES II (analyse)

Durée : 3 heures
Calculatrices interdites

On rappelle tﬁ'ue la dérivée &’

ordre n d’une application f est notée f¥(x), avec la
convention f(x) = f{x).

PARTIE 1

1- Rappeler la définition d’une fonction développable en série entiére au voisinage de 0.

2- Soit la fonction f définie par :

1 . -

fx)=e x* pour x # Q0 et f{0) = 0.
Prouver que f est de classe C* sur R.

Prouver que f n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0.

3- Soit h une application de classe C* sur un intervalle J = ]-a, a[ , (a>0) et vérifiant :
vxe[0,a[, YnelN, h®(x)>0.

N 1 (n)

On note Rn(x) = h(x) - ZP—@x" .
n=0 n!
a- Ecrire Ry a I’aide d’une intégrale.
b- Pour tout couple (X,y) vérifiant 0<x<y<a, montrer que
N+l N+1
0 < Ry(x) < (3) R(y) < (%} h(y).

c- En déduire que h est la somme de sa série de Taylor sur [0,a].

PARTIE O

Soit g I’application définie sur I =]- %,g[ par g(x) = tan(x).
1- a- Prouver pour tout n>0, I’existence d’un polynéme P, , dont on donnera le degr, tel
que pour tout X ap nant a | on ait :
g () = Py(tan(x)).
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b- Montrer que les coefficients de P, sont des entiers positifs ou nuls.

On note a, = ga"”)(O). On s’intéresse 2 la série de Taylor de la fonction g en 0, c'est-a-

dire 2 la série Za—'xz"“ . On note S(x) la somme de cette série lorsqu’elle
= Qo +1)!

converge.

a- Prouver que Vxel, S(x) = tan(x).

b- Quel est le rayon de convergence de la série entiére S ?

PARTIE 1

Soit S I’ensemble des suites s = (Sp)nen réelles vérifiant :

1-

2-

4-

3IMM.K)e(0,+=[)?, VneNN, |so]<M K°.
Montrer que S a une structure d’espace vectoriel sur R.
n
On considére la loi ® définie par.a®b = ¢ aveg pour tout n, o = Zakb?_k .
a- Montrer que S est stable pour la loi ®. V =

b- Déterminer un élément neutre pour la loi ®, sur S, noté e.

a- Soit a un élément de S tel que ap = 1. Montrer qu’il existe une unique suite b telle
que a®b =e.

b- Soit M,K)e(0,+«<[)?, VneN, la]<M K".
Trouver un couple (M’ K’) tel que VnelN, [by| SM’K’". En déduire que b est dans S.

a- Soit s un élément de S . Que peut-on dire du rayon de convergence de la série

40
entiére anx" ?
n=0

+a0
b- Inversement soit anx" une série entiére de rayon de convergence R>0 . La
n=0

suite s = (Spnzo €st-elle dans S ?

a- Soit h une fonction développable en série entiére sur }-R,R[ vérifiant h(0)=1.

1 . . ..
Montrer que T est développable en série entiére au voisinage de 0.

b- En déduire que la fonction tangente est développable en série entiére au voisinage
de 0.
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Exercice 1

1. Soit E un espace vectoriel sur le corps C de dimension finie n > 0. Soit u un
endomorphisme de £ de rang 1.

(i) En discutant sur la dimension de Imu N Keru, montrer que E = Imu ® Keru ou
Imu C Keru.

(ii) Soit e un vecteur non nul de Imu. Justifier I'existence d’une base de E dont
le premier vecteur est e. Dans le cas ou Imu C Keru, quelle est la forme de la
matrice de u sur une telle base?

(ii) Dans le cas ou Imu C Keru, montrer que Tr(u) = 0. -
(iii) Montrer alors I'équivalences des trois assertions :

(a) u est diagonalisable.
(b) E = Imu & Keru.
- (¢) Tr(u) #0.
On nc e M,(C) le C-espace vectoriel des matrices (n,n) & coefficients dans C. On note

M,(C)* le dual de M,(CT), c’est a dire I’espace vectoriel des formes linéaires sur M, (C).

2. Soit A dans M,(C). On note F4 I'application définie sur M,,(C) par :

VX € My(C), Fa(X) =Tr(AX),

o Tr(AX) designe la trace de la matrice AX.
(i) Montrer c}ue F4 est une forme linéaire sur M, (C).

(ii) On consideére l'application F définie par :

F @ MJC) = M,(C)
A — FA |

Montrer que F' est linéaire.

iéme qui est égal'a 1). Pour tout (¢,7) € {1,...,n} x {1,...,n}, exprimer Fa(£E; ;)
en fonction des coefficients d¢' A. En déduire que F' est injective. 1

(iv) Montrer que F' est un isomorphisme.

3. Soit J une matrice non nulle de M,(C) et soit f une forme linéaire non nulle sur
M, (C). On considére [’application 1, définie par :

¢/ . Mn((c) ——)M"(C)
X o 0]

On remarquera que ¥, est un endomorphisme de M, (C).

(i) Justifier 'existence d’une unique matrice A de M, (C) telle que :
VX € M,(C), f(X) =Tr(AX).
(ii) Comparer le noyau de v, et le noyau de f. Quel est I'image de ¥;? Quel est le
rang de 1?
(iii) Exprimer la trace de v, en fonction de A et J.

(iv) En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur A et J pour que
Py soit diagonalisable.



