Corrigé Mines-Ponts 2001
Math |
PRELIMINAIRES

a)On prend un élément du noyau de f* et on véri..e sans probléme qu’il est dans le noyau de f**1
z€ker f¥ = fF(x) =0= ) = f(ff(x) =0= 2 € ker fFT

Donc

lker ¥ C ker £ pour tout naturel 4

b) Montrons par récurrence Hy, : ker f* = ker f*+1,
e H, est vraie par hypothése.
e Si Hy montrons Hy41 :

— L’inclusion ker (f¥+2) C ker (f**1) découle du a)

— Soit alors = € ker(f*1) on a f*(f(x)) = f*(x) = 0 donc f(z) € ker(f*) = ker(f**1) par I'hypothése de
récurrence . Et donc f**2(z) = f**1(f(x)) = 0 d'ol Hyyq

e Ainsi par récurrence,

lker f* = ker f**!1 pour tout k& > o

dimj, = dim ker f* est une suite croissante d’entiers naturels.

Par I'absurde si on la suppose strictement croissante alors pour tout k,dimgy; > dimg +1 donc dimg >
dimg+k = k et lim o, (dimg) = +oo . Absurde car la suite est majorée par n .

Donc il existe un rang k tel que ker(f*) = ker(f**!) .Si on prend pour p le plus petit & solution:

Vk < p ker(f*) C ker(f**1) par dé..nition du plus petit
Vk > p ker(f*) = ker(f*1) = ker(f7) .

De plus p < dim,, < n donc p < n et donc ker f™ = ker f**!

¢) Si u? = 0 alors ker(u?) = F ce qui impose ker(u?t!) = E donc ¢ > p et la suite des noyaux vaut FE pour
k > p donc ker(u™)E soit =1

PREMIERE PARTIE

Dans le corrigé j’utilise I’expression “endomorphisme induit” comme dans le programme et non restriction de
I’endomorphisme” comme dans le sujet.

1

1a) g commute avec D,, - donc avec Di*! - car D,, = g — A\Id est un polyndme en g.

Alors ker D21 est stable par g (résultat de cours).

Les polyndmes tels que leur dérivé (p + 1)éme soit nul sont les polyndémes de degré inférieur ou égal a p donc
E, = ker Dptt

E, étant stable par D et g, les endomorphismes induits g, et D,, véri..ent la méme relation.

1b) De méme que précédemment puisque D est un polynéme en g et E,, = ker D!,

1c)

i}

e F est de dimension ..nie (n + 1) .Soit F une base de F.F étant ..nie on peut poser ¢ le maximum des degrés
des éléments de F .Toute élément de la base de F est dans E, donc F C E,. Dans ce cas D' F = {0} donc
I’endomorphisme induit de Dy est nilpotent.

Dy est un endomorphisme nilpotent en dimension n + 1 donc D’}“ = 0 (préliminaire question c)

Alors D"1(F) = {0} donc F est inclus dans E,, et par I'égalité de leur dimension : F = E,,.

e Soit maintenant F' un sous espace de dimension in..nie. Montrons que F' = E en montrant que F' contient
tous les F,, .Soit donc n ..xé.

F n’est pas inclus dans F,, car sinon F serait de dimension ..nie.

donc il existe un polyndme P dans F' de degré m > n.

Si de plus F' est D-stable, F' contient P, D(P),..., D™(P), famille échelonnée en degrés donc base de E,, .

. Ainsi F' contient £, donc E,,.

e En conclusion,

lles sous espaces stables par D sont £, {0} et les E,]

ii} Puisque D est un polynéme en g, tout sous espace G stable par g est stable par D.



Réciproquement, si G est stable par D alors (c.i) G est égal & £/, {0} ou & FE,, donc G est stable par g d’aprés
la question 11a)

2)

28.) dim Ey =1et Dy =0.

La relation g = AId + Dy se traduit matriciellement par 42 = X ce qui impose comme on travaille dans les réels

que

2b) L’une ou I'autre des existences de g entraine (d’apres 1.1.a) I'existence de gy dans les conditions I-2.a) donc
A > 0. D’ou le résultat par contraposition.

3)

3a) f™ # 0 donc il existe y tel que f™(y) # 0. Soit alors B = (f"(y), /" (v),...,¥)

o la famille a le bon cardinal card(B) =n +1 = dim(FE)
o |a famille est libre :

— soit a, f"(y) + - - -+ apgy = 0 alors en composant par f” et compte tenu de f? = 0 pour p > n, il vient agf™(y) = 0.
Comme f™(y) #0, ag =0

— Par récurrence on Véri..e alors Hy, : ap = a; = -- - = ap_1 = 0 il su¢t de composer par f"~* la combinaison linéaire
anf"(y) + -+ anfF(y) =0

e Ayant n + 1 éléments, B est une base de V' et

0 1 0 0
0 0 1
Mats(f)=1| o o o | = Ao
: oo 1
o 0 -~ 0 O

3b) Puisque D! =0 et D(X™) =n! # 0, I'existence de B,, est assurée.
Remarque : c’est I'art de faire faire de la théorie pour pas grand chose une solution évidente est

B=(1,X,X%/2,---X"/nl)

Dans cette base, la matrice de \Id + D,, est Ag + A, soit A,.
4)
4a) Avec les notations précédentes, h(y) se décompose sur la base Bz en :

h(y) = ay + bDa(y) + cD3(y)-
Si de plus h et D, commutent alors :

h(D2(y)) = aDa(y) + bD2(D2(y)) + ¢D3(Da(y))

et de méme:
h(D3(y)) = aD3(y) + bDa(D5(y)) + cD3(D5(y))

Donc b= ald 4 bDy 4 cDj puisque ces deux endomorphismes coincident sur la base Bs.

4b) D’apres 1.1.a) et le résultat précédent, nécessairement g = P(D) avec P = a +bX + cX?.

Sous cette forme et compte tenu de la nilpotence de D, ¢*> = P%(D) = a?Id + 2abDs + (2ac + b*)D3.

En.n (Id, Dy, D3) est libre ( si ald + 3Dy + vD3 = 0 alors en prenant la valeur sur le polynome X2 :
aX?+28X +2y=0donc o = 8 =+v=0).Donc g> = A\Id + D si et seulement si g = ald + bD, + cD? avec
a? =\, 2ab=1,2ac+b* =0.

Ce dernier systeme n’a de solutions que si A > 0 et dans ce cas :

aziﬁ,bz%ﬂ,c: —%.

[Ainsi les solutions de G* = Ay sont G = +(Iz + 5A¢ — + A5)

DEUXIEME PARTIE




1

1a) Si g% = D,, alors ¢g**+2 = 0 donc g est nilpotent.

donc par le préliminaire b) 0 < dim(ker(g) < dim(ker(g?))

1b) Or ker g2 = ker D,, = E, qui est de dimension 1 ce qui contredit le résultat précédent : ¢ n’existe pas.
¢) Si g> = D alors par I.1.a il existe g, tel que g2 = D,, ce qui est impossible.

lg? = D est impossiblg

2)
2a) Les primitives d’un polyndme sont des polyndmes donc [D_est surjectivg
Donc pour tout entier m , D™ est surjective donc D™(E) = E et g(¢*~1(E)) = D™(E) = E donclz_ €St surjectivg

2b) Vg <k, kerg? Ckerg®* =kerD™ =FE,,_; .

Donc kker g7 est de dimension ..nie pour 0 < g < k.

2¢) VP € ker gP, gp_l((I)(P)) = gp_l(g(P)) =0.

Ainsi ® est une application de ker g” dans ker g?~!, linéaire comme g.

Le noyau de ® est ker & = ker g Nker g° =ker g

L’image de ® est ker(gP~1): soit P € ker g?~1, il existe Q € E tel que g(Q) = P (g est surjective) et ¢?(Q) =
gP~1(P) = 0 donc Q est élément de ker g ce qui légitime ®(Q) = P € Im(®). D’ou [Im(®) = ker "
Par le théoreme du rang :

dim ker ® 4 dim Im ® = dim ker ¢” soit dimker g + dim ker g?~! = dim ker ¢?.

1l en résulte [dim ker ¢¥ = pdim ker g pour tout 0 < p < 4

2d) dimker D™ = dim E,,,_; =m et g¥ = D™ donc k dimker g = m et m est un multiple de .
Réciproquement, si m = pk il su¢t de prendre g = DP.

D’ou la condition nécessaire et su@sante n est un multiple de 4

Condition non remplie dans le cas Il-1.ccar m =1 et k = 2.

TROISIEME PARTIE

1
1a)

n n
(I+tDn)o Y (-D)M*DE) = Y (-1)FDE — (—~1)FFH Dy
k=0 k=0
= I — (=)™ D par simpli..cation des )
= I,y car DM =0

Méme calcul en faisant le produit a gauche. Donc la matrice I +tD,, est inversible et son inverse est dé..nie par

|(In+1 + tDn)_l — Zﬁfn(—l)’“t’“Dﬁl

1b) L’expression précédente prouve que t — (Int1+tDy,) ! est dérivable et que sa dérivée est 3, (—1)*kt* 1 DF).
En dérivant I’égalité (1, nt1 +tD,) Yo (I, +tD,) = I, , il vient en utilisant que si f et g sont des
endomorphismes C' (fog) = f' og+ fog (comme dérivation d’une application bilinéaire)

((Ing1 +tDp) 1) () © (Ing1 +tDn) + ((Ing1 +tDy) 1) 0 Dy, = 0 soit

((In+1 + tDn)_l)/ (t) = — ((In—i-l + tDn)_l) oDy o ((In+1 + tDn)_l)
Comme de plus (1,1 + tD,,)~* commute avec D,, on peut écrire
((Ins1 + D)™ (1) = = ((Ing1 + D)%) 0 D,

1c) L, (t) = D,,0P(D,) ot P est le polyndme P = Y "'_ 1(—1)’“‘“—,:X’“—1 .Or tout polynéme de I'endomorphisme
D,, commute avec D,, . Donc Ly, (¢)"+ = Dr+1Pn+i(D,) or D+t =0 d'oulln~ =0

1d) En ajoutant un terme nul a L,, on obtient :

L, () = Y3t (~1)F 141D = Dy 0 Yo (~1)RFDE = Dy o (s + D) ™!

Comme L, (¢) et L}, (t) commutent ( polynémes en D,,) on a :

o (LA(1) = (Lu(t) o Ln(t)) = Ln(t) o Li(£) + Liy(t) 0 Ln(t) = 2Li, (1) © L(t)

o et par récurrence (L (t))" = kL, (t) o LE~1(¢)

[(ZE )" = kLE1(t) 0 D o (Ing1 +tD) ']




2)
2a)D’une part

n

el oo, = 3L (L) o Z? (L) = S L L (L, )Pt

p! q!

p=0 p! q=0 p=0
el uPv . .
= Z Z WLn(t)Pqu en ordonnant suivant les puissances de L, (¢)
k=0 p+q=Fk
- uPv?
= > > ——La(®)’"car L,()* =0 pour k> n+1
k=0pta=h DT

D’autre part :

purlt) = S Y g ym

nomoor
= > > =By L, (t)™ par le bindme de Newton,
m.

— 1 —r m
= ZZWUTUM Lm(t)

Le changement d’indicep = r, ¢ = m — r montre I'égalité des deux expressions.
2b) t — ¢, (t) est dérivable comme combinaison linéaire de fonctions dérivables.
En utilisant 111-1.d :

n

n k
u _ _ _ (% _
gu(t) = ;gkmﬂ +tDy) " 0 Dy o LEN(t) = u(lngy +1Dy) Lo Dy o ,; Gk
n—1 uk n uk
= u(lps1+tDp) oDy Y FLﬁ(t) =u(lni1+tDp) " oDpo ﬁL,’fb(t) car D, o L"(t) =0
k=0 " k=0 """

= u(In+1 + tDn)_l o Dn © @u(t)

Ainsi

I‘p:: (t) - u(In+1 + tDn)_l o Dn O Py (t)l

2¢) ) est dérivable comme produit de fonctions dérivables et
/
@1(t) = ((Tns1+tDn) 1) (¢) 0 Do 93 (t) + (Int1 + tDn) ™" 0 Dy 0 @4 (2)
= —(Int1 +tDy) “toDy,o (Lnt1+ tDn)_l 0 Dypy (1) + (Int1 + tDn)_l oDy o (L1 + tDn)_l oDyop(t)=0
Ainsi [£1(t) = Olest nul pour tout réel ¢ ; par conséquent ¢, (t) = ¢, (0) + &} (0).
Comme L,,(0) = 0 on déduit ,(0) = I et ©}(0) = D,, 0 ¢, (0) = D,, et I'on conclut :

3)
2
32) M+ D = NI +4Da) = M1 (3) = Mer(3))° = (Viey 3)
—_ 1
Ce qui prouve I’existence de |M _ i\/x‘p%(A)l donc de g pour A > 0.
3b) Pour A =1 et n =2 il vient L,,(1/)\) = L»(1) = D> — +D3 puis
e(1) =T+ 2Ly(1) + $L3(1) =1 + £(Dy — $D3) + +D3 = + 3D, — £ D3
On retrouve bien les matrices G puisque Ay, = D, avec les notations de I’énoncé.

QUATRIEME PARTIE

1)Remarque : question de cours pour retrouver le DSE de (1 + z%)
1a) h Véri..e sur ]| — 1,400 (mais pas sur [—1,+oco[ ) I"équation dicérentielle linéaire du premier ordre :

A+z)y' =3

1b)On cherche alors une solution développable en série entiére »_,°  b,z? et telle que by = 1 . On Véri..e sans
probleme

1
—1)---(==p+1)/p!pour p e N*

1
b():letbpza( 5

2o | =



etque R=1
1c)Par produit de Cauchy de deux séries entieres sur le disque ouvert de convergence > ;7 cxz® = (h(z))? =
(1+2)

lco=c1 =1.Vk>1cr =)

2)
2a)Si P est un polyndéme de degré n alors T(P) = Zp 0 Ap L DPP 4+ est blen un polynéme.

En prenant n = max(d(P),d(Q)) on véri.e alors la linéarité de 7' = )" _ L2 Dr.T est un endomorphisme de
E.

2b) On peut remarquer que E,, est stable par 7' .Notons T}, I'endomorphisme induit par 7" sur E,. On a pour
PeE,: TQ(P) T2(P).

orT, = Zp 0 ApD ce qw conduit, compte tenu de D¥ = 0 pour k£ > n a

T5=ZZOAPD Zq oxz Zk OZp—‘,-q k%DJF _ZZOX%D’C I+%Dn

Ainsi T?(P) = P+ +DP et ...nalement T? =Id+1D.

) g = VAT convient .(A>0)

d)Et g, = £VAY " (%D

Danslecas I-4, n=2et A =1.

Donc gy = £(bol + by Dy +byD3) avec by = 1,b, = %,bg = —% ce qui redonne les matrices précédentes.



