Avant de commencer le sujet on véri..e que I’on a bien compris le sujet en prenant n = 2.
. . — _( cos(@) —sin(9) _( cos(8) sin(6)

le calcul direct dit que si n = 2 alors M = ( sin(0)  cos() ou M= sin(0) — cos(0) car M € O(2)
Dans le premier cas fo(M) = 2cos(6) — sin(6) et dans le second f,(M ) = sin(6)
f11 = —2sin(6)—cos () . f croitsur [—m, —arctan(1/2)] décroit sur [— arctan(1/2), —arctan(1/2)] croit sur [x — arctan(1/2),7]
si # = —arctan(1/2) cos(f) > 0 et sin(f) = —mzﬂ , sin® + cos? = donne cos(d) = 2/\/5 , sin (0) = —1/\/3
sid=m fa(0) =-2
le maximum de f\l/gst 1. i

_( 2/VB)L Vs _
donc A, = ( _1/\/5 2/\/3 ) etfg(Ag)—\/g.

Mais il est impossible de véri..er sans machine que c’est égal a I’expression proposée 1115 .
Résultats préliminaires

1. Chaque application qui & M associe m; ; est une application coordonnée donc est une forme linéaire . La somme a un
nombre ..ni de terme Par combinaison linéaire de formes linéaires

lL._est une forme lineaire]

Elle est continue parce qu’une application linéaire dé..nie sur un espace vectoriel normé de dimension ..nie est continue.

2. 1. Si M € O(n), les vecteurs colonne de M sont des vecteurs unitaires (pour la norme euclidienne canonique). Leurs
coordonnées sont donc en valeur absolue majorées par 1.

1€ On) = [M] <]

2. L’application ¢ : M, (R) — M,(R) dé..nie par A — A'A est continue. Donc O(n), qui est I'image réciproque d’un
singleton , donc d’un fermé {I,,} de M, (R) par ¢ est fermé dans M, ( R).

[O(n) est un fermq

3. O(n) est donc un fermé borné dans I’espace vectoriel normé M, ( R)de dimension ..nie. Donc O(n) est compact. f,
étant continue, f,, (O(n)) est un compact de R et admet donc un plus grand élément. Il existe A,, € O(n) Véri..ant
VM € O(n), fu(M) < fn(Ay).

B4, € O(n) ,YM € O(n), f,(M) < f,(A,)

Partie |

1. On doit montrer que , dans la base orthonormale canonique , les colonnes de B forment une base orthonormale:
Je note (X,Y) le produit scalaire canonique sur R™ et || X||, la norme euclidienne associée (|| |, # | )

o Vk | By il =1:
—Sik¢{i,j} Bor= A, denorme 1 car A € O(n)
—sik =i Byl = (cost) || A ll, + (sint)? | Ay, +2sintcost (A, Ay ;) = (cost)’ + (sint)® =1 (toujours
car A, est orthogonale)
— si k=jidem
o V& 7él <Bn,kB77,,l> =0:
si k ¢ {Za.]} etsil ¢ {Zaj} : <Bn,an,l> = <An,kAn,l> =0
si k= i,l ¢ {’L,j} : <Bn,iBn,l> = (COSt) <AnzAnl> + (Sint) <An,jAn,l> =0
sik=i,l=7,

(BpiBn.) = (cost) (sin t) (||An,i|\§ - ||An,j||2) + ((cost)2 - (sint)2) (Ap.iAn;) = (cost) (sint) (1—1)+0=0

les autres cas sont identiques au second.

2. soit A, = (G@j) et B, = (bZ]) .Ona

fn(An) = Z a1 et fn(Bn) = Z bk,l

1<k<I<n 1<k<I<n



Comme A,, et B, ont les mémes colonnes a I'exception des colonnes d’indice ¢ et j, on a donc dans la digérence tous les
termes se simpli..ent sauf pour [=diet =

fn(An) - fn(Bn) - Z(ak 7 bk z) + Z (ak J bk7j

= Za;ﬂ ((cost) ag; — (sint) ag;) +Za;€] ((sint) ar; + (cost) ag;)
= )\(1 — cos(t)) + psin(t)

ol

D=>" a +>0 apgetpu =S an — >0 al)

LSt # 0 fo(An) — fu(By) = ut+ o(t) ~ pr change de signe en ¢t = 0
Or B, € O(n),onadonc V¢, f,(A,) — fn(Bn) >0

c’est donc absurde donc =11

et donc

Iy‘i—1 Ak — y“i—1 akil

bien extraire le cas p = 0 ol I’équivalent est faux

PARTIE 11
L . Lo , . €it1 sit<n-—1
. &) Le calcul de J" est classique: Si f est I'endomorphisme tel que Mat(f) = J, on a f(e;) = Osiiemn
On en déduit par récurrence que pour k < n, f*(e;) = Civk i< n—k puis que f* =0
' ¢ Osii>n—k
Orsi C = Mat(g) ,g(ei) = 3 j_;¢j = Kb = SonCd fFed) = SRy f*(ei) car les termes en plus sont nuls. Donc

g = ZZ;& f* (si ’égalité est vraie sur une base , elle est vrai partout) et donc :

Cn => 0 Jh

a mon avis plus facile a rédiger pour les endomorphismes que pour les matrices
b)On a donc (I, — J,)Cp = (I, — Jn) Sop—o J¥ = I, — J? = I,. Donc C, est inversible d’inverse [, — J,.

. a) Soit U = (u;y;) = Cy M, onaV(i,j) uj = 1y CixMi,; = 22:1 My + > 5, 0
Tr(CuM ) = Y21y Uiy = iy Sohet M = X 1chjcn Mg = (M),
b) Si maintenant U = C, A,, , le calcul précédent donne u;; = Z};Zl ak,; = 04j.
Donc, d’aprés 1.3 comme Y _ ay; = >.4_,a,; 0na o, ; = o;,; etll. A, est une matrice symetriquel
.a)ona'ly, = 'A,C;1
On a donc

U, = U,& 'A,C'=1'C1A, & C,"A 1 = A ' 'C, en prenant I'inverse des deux membres
& ChA, ="4,"'C, car A, estorthogonale donc ‘A, = A !
s C,A4, = '(C,A,) relation véri..ée d’apres la question 2

il faut partir de la question et réussir a faire apparaitre C, A,

b)
fu(A,) = Tr(C,A,) =Tr('(C,A,)) car Tr(*M) = Tr(M)
= Tr(*A,'C,) = Tr(A;1C,) car A € O(n)
= TrUM).

plus facile & trouver au brouillon en partant de 7r(U,; %)



U? = U,'U, car U, est symétrique
= ‘'c,7'4,'Ac )t = to, e car A, € O(n)
= (I, -'J,)(I,—J,) dapres la calcul de C,*
= L,—Jy =" Ju+ Tndn,

reste a calculer W = 'J, J, 1 wik = Y1y Juidik

esii#Akpourtout [l#i+1loul#k+1doncwy; =>0=0
esii=k<n,ilyaunseul terme nonnulpouri=i+1=k+1w,; =1

e sii=4k=mn, tous les termes sont nuls w; ; =0

Il _est du tvpe indiguq

PARTIE 111
1. La matrice V,, — A1, étant tridiagonale , la relation s’obtient classiquement en développant la matrice par rapport & une
ligne (colonne).
Si on barre la derniére ligne et colonne la matrice obtenue n’est plus du type initial. Si on barre la premiére c’est bon.
On développe V,, par rapport a la premiére ligne

det (V, — ML) = (2 — A) det(Vy_y — AM,_1) + det (W),)

Vs

-1 77
avec W,, = < (0) V. o — M, s

) de determinant —det(V;,_o — A, o)

det(Vy, = A1) = (2 = N det (Vi_y — Mp_1) — det(Vu_o — A, _s)

IPn — (2_X)Pnfl _Pn72j

2. Pour que la formule P, (z) = ﬂ%ﬁl soit valide :on doit supposer cos (6) # 0 soit § # /2 [n]

méthode 1 : résoudre la suite récurrente:

P, =2cos(20)P,_1 — Py, _»

On peut utiliser I’équation caractéristique : 72 — 2cos(20)r + 1 = 0, de discriminant A = —4sin?(260) , de racines
e*2% d’ol la forme générale des solutions \e?™? + pe=2"% | Les conditions pour n = 0 et n = 1 donnent le systéme
B \— 20 4
{ » )\+_,12Lm— 1 L, d’oU{ 2 5in (26)
Ae*’ + pe =1—4sin*(6) = —1 + 2cos(20) b=t

P (e — 1)e?mb — (e7210 — 1)e= 2% sin((2n 4 2)6) —sin((2n)  2sin(6) cos (2n +1) 0)
" 2i sin (26) B sin (26) - 2 sin(6) cos (6)

en traitant le cas particulier 6 = 0[r]
méthode 2 : Le sujet proposant la réponse on fait une véri..cation par récurrence.
comme 2 —x = 2 — 4sin? (§) = 2 cos(26) on a I'équation : P, = 2cos(20)P,_1 — P,,_»

. pourn:O:l:%(%)z

epourn=1,0na: P,(z)=1—x=1—4sin’(f) et

cos(30) = cos(260 + 0) = cos(20) cos 6 — sin(26) sin 6
= (2cos?0 — 1) cosf — 2cos O sin* 0
= (2cos*6 — 1) cosf — 2 cos ) (1 — cos® 0)

= 4cos’0 —3cosb

et donc <2 — 4cos? 0 — 3= 4 (1 —sin?0) =3 =1 — 4sin 6



e pour n > 2, et si cette formule est valide pour n — 1 et n — 2 (récurrence double) on a :

cos ((2n —1)0)  cos((2n —3)0)

Pa(z) = 2cos(26) cosf B cos(6)
~ 2cos(20)cos((2n —1)f) —cos(2n —3)0  cos((2n +1)0)
o cos(6) B cos(6)

[ sm pienon - =20

. . 7 /24 kT :
3.siz=4sin?(#)onaP,(z) =0« cos((2n+1)0) =0etcos(9) #0& 0 = —271% , k # n[2n+ 1] et alors x = 4sin? (9).
pour que sin” décrive [0,1] il su¢t de prendre 6 € [0,7/2] :

On se limite & k € [0,n — 1] et on pose 6, = % et z;, = 4sin”(0;). Les (6;) sont deux a deux distincts sur [0, 7/2]

donc les (zy) sont deux & deux distincts (injectivité de sin)

P, est un polyndme de degré n et on a trouvé n racines deux a deux distinctes donc on les a toutes trouvées et elles sont
simples.

ne pas oublié de conclure sur le degré le calcul ne donne que les racines sur [0,4] il peut en exister d’autres a priori.
Ces racines sont les valeurs propres de V,, = U?.

Soit 1 une valeur propre de U1, il existe donc un vecteur X non nul tel que U;'X = pX , donc X = pU,X et donc
comme p # 0 (une matrice inversible n’a pas la valeur propre 0 ) U, X = p~'X . eudonc V,,X = U2X = ;~2X donc
1—2 est valeur propre de V,,

e Sp(U, 1)=Fke0,n—-1], p==% ~

. kT
2sin -

2n+1

. 1) On sait que U,,, donc U, !, est symétrique réelle. Donc U, est diagonalisable dans une base orthonormale : c’est-a-dire
gu’il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telle que

2) la formule proposé dé..nit bien une unique matrice A’ car C,, est inversible.

i) Comme D est inversible, 'un au moins des d; est strictement négatif. Et I'on a : #(C,A") = tr(PD'P™!) =
ZZ:1 |d| > ZZ:1 dy, = tr(Cp Ap).

i) A’ tA'= (C,'PD''P) (PD''P'C,Y) = C ' PD?'PIC, = C, ' PD? 'PICt = A'A =1,

iii) C’est une contradiction puisque A’ orthogonale entraine tr(C,A’) = f,(4") < fu(A,) = tr(C,A).

IOn peut donc conclure gue les d; sont tous strictement positify

.Onadoncuc Sp(U, )= Fke[0,n] pu=

sin(35 %)

pour prouver que toutes les valeurs sont obtenues il reste a montrer que U, ! n’a pas de valeur propre double.

mais si p est une valeur propre d’ordre > 2 , alors comme la matrice est diagonalisable le sous espace propre est de
dimension > 2 .1l existe donc deux vecteurs propres non colinéaires. Le calcul du 3 montre qu’alors ces deux vecteurs
propres sont des vecteurs propres de V,, pour la méme valeur propre 1/4%, V,, admet un sous espace propre de dimension
> 2. Absurde car les valeurs propres sont simples.

Puisque les valeurs propres de U, ! sont deux a deux distinctes, ce sont exactement les 71_;@ = Tl(%)

On a donc
n—1 n—1
1 1 1
fo(A) =tr(U, ) =) =—— ==
= 2500 2 5 ain (245)

=T
o (An) = 52050 T(?]T vy

1.2

PARTIE IV

. traduction évidente
. Lafonction ¢, que I'on dé..nit sur ]0, Z], est décroissante. Donc par encadrement (I'intervalle étant de longueur 2h):

(2k+1)h
pour h > 1: 2ho ((2k+ 1) h) < / o(t)dt < 2he ((2k — 1) h)
(2k—1)h
et donc
(2k+1)h

(2k+3)h
/ $(t)dt < 21 (2k + 1) 1) < / o(t)dt
(

2k+1)h (2k—1))h



on fait la sommede k=0ak=n—-1
(2n+1)h n—1
/ ¢(t)dt <2h> " ¢ ((2k + 1) h)
h k=0

puis on fait lasommede 1an —1

n—1 n—1 (2n—1)h
20 ) ¢ ((2k+1)h) = 2hp(h) + > ¢((2k +1)h) < 2h¢(h) + / o(t)dt
k=0 k=1 h

attention & ne pas intégrer sur un intervalle contenant 0.

U ot)de < ahfu(Aa) < 206(h) + [ V" o()d]

- Ona ¢(t) - sinl(t) - t—td/(51+o(t5) - % (1—t2/é+o(tz)) - % (1 + t2/6 + O(tQ)) = % + t/6 + O(t)
On a donc ¢(t) — % qui est une fonction g(t) continue (aprés prolongement) sur [0, 1] donc intégrable sur ce segment

Onadonc [T/ ¢(t)dt = —In(h) + ln(x/2) + [7/* g(t)dt = In(h) + O(1)

L7 o(t)dt ~ oo —In(n)

Donc [7/2 ¢(t) dt ~n—o —In(h).

. Des inégalités démontrées en 2 , on déduit :

0 < 4hfn(An) - /2 at

n o sin(t) < 2hg(h)

Or, quand n — +oo, h¢(h) — 1. Donc 4hf,(A,) — f? m‘f(tt) est une suite bornée : 4hf,(A,) = h2 Sm(t) +0(1) =

—1n(h) + O(1) ~ — In(h) et donc f,(A,) ~p_so — 2t
orh =2+ o(1/n) et donc In(h) = ln(-ﬁ-(l +o0(1)) =1n(r/4) — In(n) +In(1+0(1)) = —In(n) + In(7/4) + o(1) ~ —1In(n)

lfn(An) ~n—4 o0 %n ln(n]




