Le sujet est constitué de deux problémes indépendants que le candidat pourra traiter dans
un ordre indifférent.

PROBLEME 1

1. On considére dans cette question la suite (un)non+ définie pour tout entier n=1 par :

()

(b)

(©)

()
(b)

(b)

(©)

(d)

Lo L3..(2n-1)
" 24..(2n) HDZkD

On pose, pour tout entier naturel n>1, v, = \/?1 Un.
Montrer que la suite (vn)noin+ €St croissante.

Etudier la nature de la série de terme général w, = In%\%@pour n O IN*.
n

Démontrer que la suite (vy)non+ €St convergente. On note L sa limite.

Comparer, pour tout entier n 1 IN*, les réels u, et %
n

On considére dans cette question la fonction ¢ : X a0~ ¢ (X) = \/1 —xpour xJ [0, 1].

Déterminer la dérivée d’ordre nde ¢ : x =o- ¢™(X) pour x O [0, 1[.

Soit x [1 [0, 1[. La formule de Taylor avec reste intégrale appliquee a ¢ sur [0, X]
s’exprime sous la forme @ (X) = Pn(X) + Ry(X) ou P, est une fonction polynomiale
de degré n et

R =5 fg (=9 "t

Exprimer les coefficients de Pn en fonction de n. Donner la valeur de Py.

Démontrer la majoration
Ox O[0, 1[, OR.(X) [ % Un [ (1- t)7Y2 it

On pourraremarquer quex —t<1-t.
En déduire que
Ox O[O0, 1], OR,(X)[E up

Démontrer que la suite de fonctions polynomiales (P.,)nomn+  converge
uniformeément sur [0, 1] vers la fonction ¢ .

Dans la question suivante, on note Q, le polyndme tel que Qn(X) = Pn(1 —x°)

Soit £un réel strictement positif et M une constante strictement positive.

Démontrer que si I'entier naturel N vérifie :N > % alors

0x 0 [=1, 1], 00— Qn (XK ﬁ
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On considére dans toute la suite du probléme 1 une fonction fcontinue sur [0, 1] et &
un réel strictement positif.
On admet qu’ il existe un entier naturel n> 2 tel que

O(x y) 0 [0, 1], Dx—yD<% O OF () —f (K &

Dans la suite du probléme 1, n désigne I'entier ainsi défini.
@) Soit g la fonction telle que

kO N,Osksn,g%ﬁ:f%ﬁ

k+1] 0<k<n-1

1
n

et g est affine sur chacun des intervalles [—

Déterminer I' expression de g(x) Iorsque K <X< K+

(b) Démontrer que O x I [0, 1], Cg(x) —f (X)[ & On pourra remarquer que I'on peut

écrire g(x) sous la forme g(x) = af %@ Q-af ﬁ%ﬁ

Dans cette question on considére pour n [ IN*, les matrices An+1 [ Mp+1(R) :
. n D
% 1 [

At = e terme général (&;,; = 0 —jD)1<i j<n+1

N - O
Ok
O, N

Dbi,i:—lsiiiletiinﬂ
“b _1-—n
|j31,1— n+1, n+1 ——2n

et Bnva 0 Mna(R) de terme général : Di O —jiFlalors byj=>5

1
DJl, n+l = bn+1, 1=52

2n
D)i,j = 0 dans tous les autres cas
On admettra que A, +1 est inversible et que A.; = Bnea @ ce résultat est démontré en partie
a la question 6.

(@) Soit En+1 I'espace vectoriel des fonctions g définies sur [0, 1] a valeurs dans R

telles que g soit affine sur chacun des intervalles [— u] 0<ks<n-1.

Soit d’ autre part ® I'application de En.; dans R™ telle que

090 Ep, ®(0) = @%%sm

Démontrer que @ est un isomorphisme de E dans R™" et expliciter I'unique
fonction gg O Ensy telle que d( @) = (ao, @y, ..., @) ol a = (8o, @y, ..., a) O R™™
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(b)

(©)

Pour tout entier j, 0 <j < n, on notef; [ En+1 |"application

n

Montrer que la famille ( fj )o <j < n €St une base de En+1: On pourra par exemple
expliciter la matrice de la famille des vecteurs (P( fj)) o <j < n, dans la base
canonique de IR™*,

Soit a = (ag, ay,... , @) 0 R™" et g, O Ensy la fonction définie & la question 4°a),
telleque Ok {0, 1, ..., n}, ga%ﬁ: a.

Démontrer qu’il existe n+1 reels Ao, A, ..., Antels que

n
Ox0[0, 1], g = Y Mcfl¥)
k=0
Déterminer la valeur des coefficients Ay, 0 < k< nen fonction de (ag, ay, ... , an).

La lettre g désigne dans cette question la fonction étudiée a la question 3°a) et Qu le
n

polyndme obtenu a la question 2°e) pour la valeur £> 0 et la valeur M = Z AL

()

(b)

(©)

k=0
Déterminer a 0 R™* tel que g = ga.
En déduire a I'aide de f la valeur des coefficients Ay, 1 < k< n—1, obtenus a la
question 4°c).

On pose

_ K
Ox0O[0, 1], RKX) = AQNX——
kz ERet

Démontrer que
sup [F (X) —R(X) [k 2¢&

x0,1]

Quel théoreme vient-on ainsi de démontrer ?

On revient sur la matrice An+1 étudiée a la question 4.

Calculer det(An+1) en fonction de n : on effectuera les opérations suivantes :
pour i allant de n+1 a 2 remplacer la ligne L; par la ligne L — Li-1

pour | allant de 2 a n+1 remplacer la colonne C; par la colonne C;+ Cs.

En déduire que An+1 est inversible.
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L’usage de calculatrices est interdit

F.xercice 1

R désigne I'ensemble des nombres réels et n est un entier naturel non nul.

Dans tout I'exercice. (a,) cst une suite d’éléments non nuls de R. On lui associe la suite
n

( p,) définie par : p, = l—lak . Lorsque ( p,) converge. on note p sa limite.
k=1

Lorsque ( p,) diverge vers + oo (respectivement vers — = ). on dit que ( p,,) admet + 20

(respectivement vers — ¢ ) pour limite.
Premiere partie

1° Donner un exemple de suite («,,). telle que ( p,) converge vers p =0,
29 Prouver que. si ( p,,) converge vers p dittérent de 0. alors («,,) converge vers 1.
3 On suppose dans cette question qu'il existe un entier naturel #n, tel que :

a, >0 .pour n>ny .
n
On posc. pour # supérieur a n,. ¢, = l—-luA .

A=ny +1
a) Pour n supérieur a ny . exprimer ¢, en fonctionde p, etde p, .
b) Montrer que. si la séric Zln( a,) converge. alors la suite ( p,) converge et que p
est non nul.
¢) On suppose que la suite des sommes partielles de la série Zln( a,) diverge vers

+2 ou - 0. Préciser dans chacun de ces deux cas la limite de la suite ( p,,).

Dans ce qui suit. on définit u,, par ta, =1 +u, .

Tournez la page S.V.P.
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4° On suppose dans cette question que, pour tout n.ona: u, >0.

Démontrer que la suite ( p,,) converge vers p >0 si et seulement si la série Zu,, converge.

5° On suppose dans cette question que la séric Zun converge.

a) Montrer que, si la série Z:u,,2 converge, alors la suite ( p,) converge et p est non
nul.
b} Montrer que. si la série ZII,,Z diverge. alors la suite ( p,) convergeet p=0.
6° Prouver que, si la série Zun est absolument convergente. alors la suite ( p,) converge ct

p est non nul.
Deuxiéme partie

Les quatre questions qui suivent sont indépendantes I'une de autre. On pourra les traiter en
utilisant les résultats établis dans la premiére partie. a condition de s’y référer de maniére treés
précise.

1” Etudier la convergence ct déterminer la limite de ( p,,) dans les deux cas suivants :

a) a,,:l+l.
n

b) a,=1+(-1)" hﬂ)».

! Jn
Jz

t N
2° On rappclle que j e di = ;
0 2
2 ("
Onpose : a, =— J. ¢ di. Lasuite( p,) est-elle convergente ?
N

3° Soit (u,) une suite de nombres réels vérifiant :1+u,, # 0 pour n>1. On pose :

i
u
Pn=H(l+”k) Loy, =
k=] pn

a) Pour n>1. exprimer v, en fonction de L et de —]~.
Pn P

. .. 2
b) On suppose dans cette question que la série Z u,” converge.

1) Etablir que la convergence de la série T u, implique la convergence de la
e
série Zv,, .
1) La convergence de la série Zvn implique-t-¢lle la convergence de la

série Zu,, ? Justifier.
¢) Déterminer une suite (u,,) telle que la série Zun converge et la séric Z“”

diverge.
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¢ . .
| ou ¢ est un nombre reel tel que pour

A
\
1

4° Soit a un reel strictement positif. et «, = 1+ sin| ——
4
tout #, «a,, soit non nul

a) Determiner une condition nécessaire et sutfisante sur « et ¢ pour que (p,,)
converge vers 0 . .
b) On suppose que « = |

Etudier la convergence de la serie Zp,,

[ On pourra utiliser la convergence vers un réel note y de la suite(7,) ou

Fxercice ?



