
E3A MP 2002 Math 3
Je note (Ei;j)i2[[1;n]];j2[[1;n]] la base canonique de Mn (C) .

Partie 0. Un exemple.
Si M est une matrice je note Mi;j le coe±cient de M ligne i colonne j .

M a pour terme g¶en¶eral Mi;j = i ±i;j =
½

i si i = j
0 si i 6= j . Soit A 2 Mn(C) de terme g¶en¶eral Ai;j . On cherche µa r¶esoudre

AM = MA
On fait le produit des deux matrices :

8 (i; k) 2 [[1; n]]2 , (AM)i;j =
nX

k=1

Ai;kMk;j =
X

k 6=j

0 + jAi;j

8 (i; k) 2 [[1; n]]2 , (MA)i;j =
nX

k=1

Mi;kAk;j =
X

k 6=i

0 + iAi;j

Donc AM = MA () 8 (i; j) 2 [[1;n]]2 , iAi;j = jAij . Si i = j Ai;j est ind¶etermin¶e si i 6= j Ai;j = 0
A 2 C(M ) () 9 (®1; : : : ; ®n ) 2 Cn = A =

Xn

i=1
®i Ei;i :

Une base de C(M) est donc : (E1;1; E2;2; : : : ; En;n), donc dim C(M) = n

Partie I. Commutant d'un endomorphisme diagonalisable.
1 . On doit v¶erī er que u ± v = v ± u ) v (E¸i(u)) ½ E¸i (u)
Soit donc x 2 E¸i (u) on a u (v(x)) = (u ± v) (x) = (v ± u) (x) = v (u (x)) = v (¸ix) = ¸iv (x) donc v(x) 2 E¸i (u)
On a bien v¶eri¯¶e : v(x) 2 E¸i(u)
Donc tous les sous-espaces propres E¸i(u) sont stables par v.

2 . On sait d'autre part que chaque E¸i(u) est stable par u, ce qui autorise µa consid¶erer l'endomorphisme ui induit par u
sur E¸i(u). Pour x 2 E¸i (u) on a : ui(x) = u(x) = i̧x

ui est l'homoth¶etie de rapport ¸i

3 .

² Si v 2 C(u), comme chaque E¸i(u) est stable par v, on sait que dans une base B adapt¶ee µa la somme directe E = ©E¸i (u)
la matrice V = Mat(v; B) est diagonale par blocs de la forme

V =

0
BBBB@

V1 (0) ¢ ¢ ¢ (0)

(0) V2
. . .

...
...

. . . . . . (0)
(0) ¢ ¢ ¢ (0) Vp

1
CCCCA

avec Vi 2 Mni(C).

² R¶eciproquement, supposons que dans cette base B V = M at(v; B) soit de la forme V =

0
BBBB@

V1 (0) ¢ ¢ ¢ (0)

(0) V2
. . .

...
...

. . . . . . (0)
(0) ¢ ¢ ¢ (0) Vp

1
CCCCA

avec

Vi 2 Mni(C).

la base ¶etant une base de vecteurs propres de u, alors U = Mat(u; B) est diagonale et on peut la d¶ecomposer en blocs

sous la forme U =

0
BBBB@

U1 (0) ¢ ¢ ¢ (0)

(0) U2
. . .

...
...

. . . . . . (0)
(0) ¢ ¢ ¢ (0) Up

1
CCCCA

avec Ui la matrice de ui donc Ui = i̧ :Ini .

Les produits V U et UV sont diagonales par blocs et les termes diagonaux sont ¶egaux : 8 i 2 [[1; p]]; Ui Vi = (¸i:Ini)Vi =
Vi (¸i:Ini) = ViUi .

On a donc V U = UV , donc u ± v = v ± u, d'oµu v 2 C(u).



4 . On peut ¶ecrire

B =

0
BBBB@

V1 (0) ¢ ¢ ¢ (0)

(0) V2
. . .

...
...

. . . . . . (0)
(0) ¢ ¢ ¢ (0) Vp

1
CCCCA

=

0
BBBB@

V1 (0) ¢ ¢ ¢ (0)

(0) (0)
. . .

...
...

. . . . . . (0)
(0) ¢ ¢ ¢ (0) (0)

1
CCCCA

+

0
BBBB@

(0) (0) ¢ ¢ ¢ (0)

(0) V2
. . .

...
...

. . . . . . (0)
(0) ¢ ¢ ¢ (0) (0)

1
CCCCA

+ ¢ ¢ ¢ +

0
BBBB@

(0) (0) ¢ ¢ ¢ (0)

(0) (0)
. . .

...
...

. . . . . . (0)
(0) ¢ ¢ ¢ (0) Vp

1
CCCCA

la premiµere matrice est combinaison lin¶eaire des n2
i matrices de base (Ei;j )i2[[1;n1]];j2[[1;n1 ]] . De même pour les suivantes .

fB;UB = BU g est donc un sous espace vectoriel engendr¶e par
Pp

i=1 (ni)
2 matrices provenant d'une base de Mn (C) . donc

cet espace vectoriel est de dimension
Pp

i=1 (ni)
2

Par l'isomorphisme entre application lin¶eaire et matrice dans une base , on obtient que C(v) a la même dimension que ce
sous-espace vectoriel . Donc

dim C(u) =
Pp

i=1(ni)2

5 . Pour x ¸ 1 on sait que x2 ¸ x donc dim C(u) ¸ Pp
i=1 ni

u ¶etant diagonalisable,
P

ni = n car E est la somme directe des sous espaces propres .

dim C(u) ¸ n

6 . Il su±t de prendre l'endomorphisme Á ayant dans une base de E la matrice M du pr¶eliminaire.

Partie II. Commutant d'un endomorphisme nilpotent d'indice 2.

1 . On doit montrer : 8x 2 E , u(x) 2 Ker(u) , c'est µa dire u (u(x)) = ¡!0 . Cons¶equence imm¶ediate de u2 = 0

Im u ½ keru

Donc rg u = dim ( Im u) · dim (ker u) = n ¡ rg u (th¶eorµeme du rang) , donc 2 rg u · n, d'oµu r · n
2

2 . On a dim(G) = n ¡ dim(keru) = r (th¶eorµeme du rang) .On peut donc prendre une base de G de cardinal r. De plus
(u (e0

i)) est une famille de r vecteurs de Im u , espace vectoriel de dimension r . C'est une base si et seulement si elle est
libre. Or

rX

i=1
i̧u (e0

i)) = 0 ) u

Ã
rX

i=1

¸ie
0
i

!
= 0

Pr
i=1 ¸ie

0
i est donc µa la fois un vecteur de ker u et un vecteur de G suppl¶ementaire de ker u . Donc

Pr
i=1 ¸ie

0
i = 0 . Comme

(e0
i) est une base : 8i 2 [[1; r]] ¸i = 0:

(u (e0
i)) est une base de Im u

Remarque : on peut aussi montrer que la famille est g¶en¶eratrice.
3 . E = ker u © G = Im u © H © G. On a dim ( Im u) = dim G = r et donc dim H = n ¡ 2r que l'on note s.
Pour trouver la base on lit la matrice du sujet : les r + s premiµeres colonnes sont nulles . donc les r + s premiers vecteurs
de base sont dans le noyau. Puis l'image du r + s + k µeme vecteur de base est le k µeme vecteur de base.
On prend donc comme derniers vecteurs de base les (e0

i) et comme premier vecteurs de base les (u (e0
i)) ; reste µa compl¶eter

"au milieu" en une base du noyau: B0 = (u(e 0
1); : : : ; u(e0

r); e"1; e"2 ¢ ¢ ¢ e"s ; e0
1; : : : ; e0

r) avec (e0
i)

r
i=1 base de G et (e"j)

s
j=1 base

de H .

On a construit une base de E adapt¶ee µa la somme directe E = Im u©H©G telle que Mat(u; B0) =

0
@

(0)r (0)r;s Ir
(0)s;r (0)s (0)s;r
(0)r (0)s;r (0)r

1
A

not¶ee U .

4 . v 2 C(u) ()

0
@

(0) (0) I
(0) (0) (0)
(0) (0) (0)

1
A

0
@

A1 A2 A3
A4 A5 A6
A7 A8 A9

1
A =

0
@

A1 A2 A3
A4 A5 A6
A7 A8 A9

1
A

0
@

(0)r (0)r;s Ir
(0)s;r (0)s (0)s;r
(0)r (0)s;r (0)r

1
A

v 2 C(u) ()

0
@

A7 A8 A9
(0) (0) (0)
(0) (0) (0)

1
A =

0
@

(0) (0) A1
(0) (0) A4
(0) (0) G

1
A ()

8
>><
>>:

A7 = (0)
A8 = (0)
A9 = A1
A4 = (0)

Ainsi v 2 C(u) si et seulement si Mat(v; B0) de la forme :

0
@

A1 A2 A3
(0) A5 A6
(0) (0) A1

1
A.

2



5 . Une base de fV; UV = V Ug est donc en prenant l'un des coe±cients de A1 ¶egal µa 1 et tous le autres coe±cients nuls
puis puis de même avec A2 ¢ ¢ ¢ :

(Ei;j + Er+s+i;r+s+j)i=1::r;j=1::r [ (Ei;j )i=1::r;;j=r+1::r+s [ (Ei;j )i=1::r;j=r+s+1::n

[ (Ei;j )i=r+1: :r+s;j=r+1::r+s [ (Ei;j )i=r+1;r+s;j=r+s+1;n

C'est une base car chaque matrice (Ei;j ) ¯gure au plus une fois dans l'expression. La dimension est donc :

r2 + rs + r2 + s2 + rs = 2r2 + 2rs + s2 = 3r2 + 2r (n ¡ 2r) + (n ¡ 2r)2

Ainsi par isomorphisme dim C(u) = n2 ¡ 2rn + 2r2
.

On recherche le minimum de cette expression sur [0; n] en ¶etudiant :fn(x) = 2 x2 ¡ 2 n x + n2,la fonction est d¶erivable et

f 0
n(x) = 2(2x ¡ n), donc fn admet un minimum pour x = n

2 ¶egal µa n2

2 . Ainsi dim C(u) ¸ n2

2 .

Partie III. Commutant d'un endomorphisme v¶eri¯ant la relation (1).
On utilisera r¶eguliµerement dans les calculs que deux polynômes de l'endomorphisme u commutent et que si u et v commutent
tout polynôme en u commute avec tout polynôme en v
J'ai fait tous les calculs en factorisant les polynômes (et les polynômes d'endomorphisme) . On peut aussi d¶evelopper et
simpli¯er en utilisant

(u ¡ 2Id)2 ± (u ¡ Id) = 0 =) u3 = 5u2 ¡ 8u + 4Id

et donc u4 = 5
¡
5u2 ¡ 8u + 4Id

¢
¡ 8u2 + 4u ¢ ¢ ¢

1 . Il est facile de montrer que la somme est directe : Comme on a deux sous espace il su±t d'¶etudier l'intersection :

x 2 E1 \ E2 =) u(x) = x et u2(x) ¡ 4u(x) + 4x = ¡!0

en reportant u(x) = x dans la seconde relation on trouve u(x) = x
pour prouver que les deux sous espaces sont suppl¶ementaires on procµede par analyse synthµese :
Soit x 2 E

² Si x = x1 + x2; x1 2 E1 , x2 2 E2 on a en utilisant x1 2 E1 donc u(x1) = x1

x = x1 + x2

u(x) = u(x1) + u(x2) = x1 + u(x2)
u2(x) = x1 + u2(x2)

Comme x2 2 E2 on a u2(x2) ¡ 4u (x2) + 4x2 = 0 . donc par combinaison lin¶eaire des relations pr¶ec¶edentes

u2(x) ¡ 4u(x) + 4x = x1

et donc
x2 = x ¡ x1 = ¡3x + 4u(x) ¡ u2(x)

² v¶eri¯cation:

{ on a bien x = x1 + x2

{ (u ¡ Id)(x1) = u ¡ Id) ± (u ¡ 2Id)2 (x) =
¡!
0 d'aprµes l'hypothµese sur u

{ (u ¡ 2Id)2 (x2) = (u ¡ 2Id)2 ±
¡
¡u2 + 4u ¡ 3Id

¢
(x2) = (u ¡ 2Id)2 ± (u ¡ Id) ± (3Id ¡ u)(x2) =

¡!
0 .

Car (u ¡ 2Id)2 ± (u ¡ Id) = (u ¡ Id) ± (u ¡ 2Id)2 = 0

E = ker (u ¡ Id) © ker(u ¡ 2Id)2

remarque : comme souvent dans ce type de calcul l'hypothµese sur u ne sert que pour la synthµese.

2 . La d¶ecomposition en ¶el¶ements simples dans C(X) de F (X) est de la forme : F (x) = a
x¡1 + b

(x¡2)2 + c
x¡2 .

² on multiplie par x ¡ 1, puis on fait tendre x vers 1 : a = 1.

² on multiplie par (x ¡ 2)2, puis on fait tendre x vers 2 : b = 1.

² pour x = 0, on trouve en¯n que c = ¡1.

3



Donc F (x) = 1
x¡1 + 1

(x¡2)2 ¡ 1
x¡2 = 1

x¡1 + 3¡x
(x¡2)2 .

Ainsi 1 = (x ¡ 1) (x ¡ 2)2 F (x) = (x ¡ 2)2 + (x ¡ 1) 3 ¡ x), donc V (X) = 1 et U (X) = 3 ¡ X
remarque : on peut aussi trouver U et V par identi¯cation.
3 . On en d¶eduit que : Id = U (u) ± (u ¡ Id) + V (u) ± (u ¡ 2 Id)2. Donc

8x 2 E; x = (U (u) ± (u ¡ Id)) (x) +
¡
V (u) ± (u ¡ 2 Id)2

¢
(x):

Posons x1 =
¡
V (u) ± (u ¡ 2 Id)2

¢
(x) et x2 = (U(u) ± (u ¡ Id)) (x). Ainsi x = x1 + x2.

De plus x1 2 E1 = ker (P1(u)) = ker (u ¡ Id) car

(u ¡ Id)(x1) = (u ¡ Id) ± ¡
V (u) ± (u ¡ 2 Id)2

¢
(x) = V (u) ± (((u ¡ Id) ± (u ¡ 2 Id)2)(x)) = V (u) ± 0(x) = ¡!0

et de même x2 2 E2.
On a donc d¶ecompos¶e x en x1 + x2 avec x1 2 E1 et x2 2 E2. On en d¶eduit que x1 = p1(x) et x2 = p2(x).
Ainsi 8 x 2 E; p1(x) = x1 =

¡
V (u) ± (u ¡ 2 Id)2

¢
(x), donc p1 = V (u) ± (u ¡ 2Id)2 = (u ¡ 2Id)2 = u2 ¡ 4 u + 4Id.

De même p2 = U (u) ± (u ¡ Id) = (3Id ¡ u) ± (u ¡ Id) = ¡u2 + 4 u ¡ 3Id.

4 . Montrons que d = p1 + 2 p2 est diagonalisable.

Dans une base B adapt¶ee µa la somme directe E = E1 © E2; Mat(d; B) =
µ

I1 (0)
(0) I2

¶
ce qui montre que

d = p1 + 2 p2 est diagonalisable

5 . w = u ¡ d avec d = p1 + 2p2 = (u2 ¡ 4 u + 4 Id) + 2(¡u2 + 4 u ¡ 3 Id) = ¡u2 + 4 u ¡ 2 Id.
Donc w = u2 ¡ 3 u + 2 Id = (u ¡ Id) ± (u ¡ 2Id).

w = (u ¡ Id) ± (u ¡ 2Id)

On en d¶eduit que w2 = (u ¡ Id) ± (u ¡ Id) ± (u ¡ 2 Id)2 = (u ¡ Id) ± 0 = 0.

w2 = 0

Ainsi, ou bien w = 0, ou bien w 6= 0 et w2 = 0, c'est µa dire w est nilpotent d'indice 2.

6. D¶etermination de C(u).

6.a

² Si v 2 C(u), alors v commute avec tout polynôme en u, donc en particulier avec d = ¡u2+4 u¡2 Id et w = u2 ¡3 u+2 Id.

² Si v commute avec d et avec w, alors v commute avec u = d + w.

v 2 C(u) () v 2 C(d) et v 2 C(w)

6.b w est un polynôme en u, donc E1 = ker (u ¡ Id) et E2 = ker (u ¡ 2 Id) sont stables par w.
De plus w = (u ¡ 2 Id) ± (u ¡ Id), d'oµu E1 = ker (u ¡ Id) ½ ker w, donc la restriction de w µa E1 est nulle.
En outre si x 2 E2 = ker (u2 ¡ 4 u+ 4 Id) on a u2(x) = 4u(x)¡ 4x et donc w(x) = (u2 ¡ 3 u+ 2 Id)(x) = (u¡ 2 Id)(x) donc
w et (u ¡ 2 Id) induisent le même endomorphisme sur E2.
On se place sur une base adapt¶ee µa la somme directe E = E1 © E2 not¶ee B.w admet dans cette base une matrice diagonale

par blocs (les deux sous espaces sont stables et w est nul sur E1 ) de la forme W =
µ

(0)n1;n1 (0)n1;n2

(0)n2;n1 Nn2;n2

¶
oµu l'on sait que

Nn2 ;n2 est la matrice dans la base B2 de l'endomorphisme w2 induit sur E2 par w, donc aussi par u ¡ 2 Id.Donc

W =
µ

(0) (0)
(0) N

¶

Puisque u = d + w, il en r¶esulte que Mat(u; B) =
µ

In1 (0)
(0) N + In2

¶
.

6.c Soit w2 l'endomorphisme induit par w sur E2 ; on a ker w2 = E2 \ ker (u ¡ 2 Id) = ker (u ¡ 2 Id) car ker (u ¡ 2 Id) ½
ker (u ¡ 2 Id)2 = E2.
Donc rg N = rg w2 = dim E2 ¡ dim (ker w2) = n2 ¡ dim (ker (u ¡ 2 Id)).

6.d

4



² Si v commute avec u, E1 = ker (u ¡ Id) et E2 = ker (u ¡ 2 Id) sont stables par v (ce sont des sous espaces propres de

u ), alors M at(v; B) est diagonale par blocs de la forme V =
µ

V1 (0)
(0) V2

¶
. On ¶ecrit alors que Mat(u; B) et Mat(v; B)

commutent, on trouve que V2 N = N V2

² R¶eciproquement si M at(u; B) est de la forme
µ

V1 (0)
(0) V2

¶
avec V2 N = N V2, on constate imm¶ediatement que M at(u; B)

et Mat(v; B) commutent, donc u et v commutent, d'oµu v 2 C(u)

6.e

² Si u est diagonalisable : u ¡ 2 Id l'est aussi et on sait l'endomorphisme w2 induit sur E2 par u ¡ 2 Id est diagonalisable.
Donc N = Mat(w2; B2) est diagonalisable. Or N est nilpotente, donc ses valeurs propres sont toutes nulles (un polynôme
annulateur est du type Xk ).

Ainsi N est semblable µa la matrice diagonale nulle, donc N = 0.

² Si N = 0, alors w = 0, donc u = d est diagonalisable.

u est diagonalisable si et seulement si N = 0

6.f On suppose u non diagonalisable, donc N 6= 0, donc N est nilpotente d'indice ¶egal µa 2.
Posons p = dim (ker (u ¡ 2 Id)). Ainsi le rang de N est r2 = n2 ¡ p.
Puisque N est nilpotente d'indice 2, d'aprµes le II.5, le commutant de N a pour dimension (n2 ¡ r2)2 + r2

2 = p2 + (n2 ¡ p)2.
On peut alors d¶e¯nir l'isomorphisme de C(u) dans Mn1 (C) £ fV; V N = NV g qui a v associe le couple (V1; V2) :
on en d¶eduit donc

dim C(u) = n2
1 + p2 + (n2 ¡ p)2

remarque : si u est diagonalisable p = 0 et la formule reste vraie d'aprµes la premiµere partie.
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