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1. Etude de la fonction .

1.1.

1.2.

3.1.

1 — cos(t
Pourt>00na1—cos(t)ZOett>0donc0§ﬂ.

dest C' sur Ret d'(t) =1 —sin(t) > 0. d est donc croissante sur R on a donc pour ¢ > 0 : d(t) > d(0) = 0 Soit
t >1—cos(t) . On divise par t > 0

T —cos(?) <1

vt >0, 0< 7 =<

Remarque : c’est un majorant mais pas le sup.

1-— t
Pourt>00nabien0§%()

§ est de classe C* sur R et
§'(t) =t —sin(t) > 0 sur R
En particulier
§' est positive sur R™ donc § est croissante sur R™ et comme 6(0) =0, § > 0.
t2
Ce qui donne 1 — cos(t) < 7 soit en divisant par t* > 0 :

T—cos(
Vt>0,0§%()

<

DO | =

Remarque :ici 1/2 est la limite en 0 donc est le sup.

1 — cos(t
t— T() est continue positive sur RT*
. . . ol 11— cos(t)
Sur 0, 1] On a une fonction majorée par 1/2 d’apres la question précédente. Or / §dt converge . Donc / Tdtconverge
0 0

1—cos(t) _ 2 oo 01 — cos(t
Sur [1,4oc0[, on a ﬂ < — avec / 2 qui converge. / &()dt converge.
1 1

t2 t2 t2
1 —cos(t
/ &()dtconverge
0

12

On a méme prouvé que t — 1%58(15) est intégrable sur R™ ce qui servira dans la suite.

Siz>0,t— l%ss(t)e_m est continue positive sur R et l%fs(t)e_” < 1%208(25) . Par majoration ]go(x) existe sur R™ l
Et on a méme prouvé 'intégrabilité pour tout z > 0 de t — 1%38@)6_”

Ona:

01 — cos
(P(-Tl) - 90(332) = /0 1t72(t)(6*11t _ efmgt) dt

1 — cos(¥)

2 (e7*1t — e~"2") est positive sur RT et les bornes sont dans le bons sens. On a donc

Si 21 < 29, la fonction

<z <5 = p(21) > o(z5)

.  est décroissante minorée par 0; elle admet donc une limite finie en +00 .



3.2.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

+oo
D’apres 1.1.2 on a comme / e~ "' dt converge :
0

Vo >0, 0< ()<1/+OO *“dt—i
R T T

Par encadrement, on a :

li =0

Il s’agit d’utiliser le théoréme de continuité des intégrales a parameétres.

1 — cos(t
V>0, t— T()e_zt est continue intégrable sur R™ ( question 1.2)
1 — cos(t
vVt >0, z — T()e_mt est continue sur RT
1 — cos(t 1 — cos(t
On a domination sur [0, 400 : VY > 0, V¢ > 0, ’tQ()e_‘” < T() Le majorant est indépendant de x et est

intégrable sur R ( question I.2)

Ainsi, ¢ est continue sur R™

Il s’agit d’utiliser le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres :

1 — cos(t 1 — cos(t
vt >0, x — T()eﬁ”t est de classe C* sur RT™* de dérivée x — —f()e*zt
1 — cos(t 1 —cos(t
Ve >0, t— T()e_” est continue intégrable sur Rt et t — —f()e_“ est continue sur R™*.
. . - 1—cos(t) _, —at ;
On domine sur tout segment [a,b] C R™* en utilisant I.1.1: Vz € [a,b],Vt > 0, T < e~ . Le majorant

est indépendant de et est intégrable sur R (car a > 0).

1 —cos(t
La majoration prouve l'intégrabilté de ¢t — —f()e_“ et la domination de la dérivée sur tout segment.
¢ est ainsi de classe C* sur RT* et
+oo
1 —cos(t
Vo >0, ¢ (z) = —/ — ( )e_'”t dt
Q

D’apres I.1.1 on a
+o00o 1
Vo >0, 0< —¢'(z) < / e~ dt ==
0 xr

Par encadrement, on en déduit que
lim ¢'(z) =0

z— 400

Il s’agit & nouveau d’utiliser le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres a ¢ :

1 —cos(t
vVt >0, z — —%()e_“ est de classe C! sur R™ de dérivée z — (1 — cos(t))e™
1 —cos(t
Ve >0, t — —%()6_“ est continue intégrable sur R™ ( 1.4.2) et ¢ — (1 — cos(t))e” ™" est continue sur R™*.

On domine sur tout segment [a,b] C R™* : Va € [a,b],Vt > 0 ,
de z et est intégrable sur RT (car a > 0).

(1= cos(t))e ™| < 2e“". Le majorant est indépendant

La majoration prouve 1l'intégrabilté de ¢ — (1 — cos(t))e ** et la domination de la dérivée sur tout segment.

¢ est ainsi de classe C? sur RT* et

+oo
Ve >0, ¢’ (x) = / (1 — cos(t))e ™" dt
0

Remarque :on peut aussi appliquer le théoréme C? & ¢



X
4.5. On peut calculer / cos(t) exp(—xt)dt par double intégration par partie. Il est plus simple de passer par les complexes :
0

4.6.

o.1.

5.2.

5.3.

5.4.

On a

X 1—e X oo 1
/ e "tdt = ———— (car = # 0) et donc / e tdt = ~
0 z 0 x

cos(t) = Re(e™) et donc

b's X
/ cos(t)e ™" dt = Re (/ et(l_f’:)dt>
0 0

X(i—x)
= Re[e, ! }

T —T 1 —T

X(i—z) —zX +00
En faisant tendre X vers 400 on obtient comme| - = de limite nulle (car > 0) : / cos(t)e " dt = —Re ( -
1—x V14 x2 0 71— 2
1 T
Ve >0, ¢'(x) = - - ——

En prenant une primitive
Vz >0, ¢ (z) = In(z) — 1ln(l + 2%) + cste = 1ln i + cste
» PR = 2 — 2 M\ 1+a2
En faisant tendre x vers 400, on obtient cste = 0 et donc

1 x?

O]l remarque que
lim ¢'(z) = —o00
z—0t ( )

¢ n’est pas dérivable en 0 (son graphe admet en 07 une demi-tangente verticale.)

On a

z2 1 T
1 — | ==zl 11— - ~Nr—+4oo T o5 . 1 *x— 000
xn(x2+1> xn( a:2—|—1> * x? 41 *

On cherche la primitive nulle en 0.

Une intégration par parties donne en prenant u(t) = In(t* + 1) et v(t) = t fonctions C* sur R™ :
xT T
/ In(14+t*) dt = zln(l+2%)— 2/
0 0
2 ’ 1
zln(l+z )—2/ 1———=dt

0 1+ ¢2
= zln(l+ 2?) — 2(z — arctan(z))

t2

1+ ¢2 dt

1
en intégrant 1’expression ¢’ = In(z) — 3 In(1 4 2?) , il existe une constante telle que :

1
Ve >0, o) = zln(z)—z— §x1n(1 + 2%) 4+ 2 — arctan(z) + cste
x x?
= 3 In o2 arctan(z) + cste

+
22
Si on fait tendre x vers +o0o0 on a lim (:r In ( o 1)) =0 ( d’apres I.5.1) et lim p(z) = 0 (d’apreés 1.3.2 ) on obtient
x

cste = w/2 et donc

2
Vo > 0, o(x) = gln <1j_x2) + g — arctan(z)

Or ¢ est continue en 07, et donc :
. 0
p(0) = lim o(z) =5

z—0t

\V]



2. Etude de l’existence de J,,.

1.

t—

(sin(£)™
t

est continue sur |0, /2]

in(t
opourmzlli(r)n(smt()>:1

e pour m > 1 lién

4.1.

4.2.

(sin(t)™
t
Pour m > 1, la fonction admet une limite fine en 0 et est donc intégrable sur [0, 7/2]

=0

1
. Une intégration par parties en posant u = 70V 1 — cos(t) donne

t T €

/”’c sin(t) g — 1—cos(z) 1—cos(e) n /3c 1 — cos(t) it

— 2

1 — cos(x)
x

On a

2 1 — cos 1 —cos(e € o0 1 — cos(t
< — , donc lim 75(33) =0et 75() ~g = . Donc comme / %() dt converge
T +o0 x € 2 0 t
T sin(t o0 sin(t
(1.2) / # dt admet une limite finie si € tend vers 0 et = vers +o0o . Donc / # dt converge et en opérant les
€ 0

passages a la limite on obtient :

o0 1 — cos(t) ™
Jy = SO = p(0) = 2
1 /0 2 ¢(0) = 5
/+°° sin(t) g
o t 2

ikt
La fonction t —

est continue sur [7/2, +00]
ikt

sik#0: u(t)=1/t et v(t) = % , sont de classe C' sur |7/2, +00[ . donc par intégration par partie :
i

T eikt eikw 2e’ik7r/2 x eikt
Wk £ 0 = 2" C
70, /m 7 kx| ikn +/,r/2 e

eik:t

<
ikt?| — |kt
droite admet une limite quand x — oo. .

Comme

+oo ikt ik
avec 2 > 1, 'intégrale / —— dt converge . De plus lim <

—— > = 0 ; donc le membre de
x/2 Ukt z—>+00

ikx

+oo ezkt
Donc / dt converge
/2 13

400 1
Sik=0 / — dt diverge.
/2 t

+o0 ezkt
/ ; dt converge si et seulement si k € Z*
/2

it _ it
D’apres la formule d’Euler :sin(t) = % et donc :
i

sin m:(eit_e_it)m: 1 (m _eityk (gityn R _ 1 S
() @iy <2z')mz(k)( *E = G 2

k=0 k=0

(z) (_1)kei(m—2k)t

Tosin()™ 1 e (m
Vz € [1/2,4+00], / dt = DR ’; (k) (=1)* Ly _on(x)

w/2 t

Et donc :

Sim = 2p+1, alors pour tout k entier m — 2k est non nul. D’aprés la question I1.3 toutes les intégrales I,,, o convergent
sin(t)™ sin(t)™

+o00 Sinm(t) w/2
et donc / dt converge . D’aprés la question I1.1 / dt converge.
™ 0

+oo
dtconverge et donc , /
/2 0



4.3. Pour m = 2p, toutes les intégrales I,,,_ox convergent sauf si k& = p.L’expression précédente est donc la somme d’une
+oo i m

sin(t

fonction ayant une limite finie et d’une seule n’ayant pas de limite finie et donc / ®)

w/2

+oo i m

S1n ¢

/ sint) it
O t

dt diverge . Donc aussi

T sin ()™ , . S
— dt converge si et seulement si m est impair
0

3. Calcul de Jy, .

1.1. La fonction h, est continue sur | —m, 7] et hy(—7") = h,(7) , donc h, est continue sur le segment [—, 7| : les intégrales
existent.

e La fonction h, est paire :
Vn, bp(hg) =0

e par parité on a pour n € N :
2 (7 x
an(hg) = — cos (ft) cos(nt) dt
0

™ ™

On linéarise : 2cos(ft) cos(nt) = cos ((E + n) t) + cos (E - n) . Et donc
7r T ™

an(hm)zl<Sin(x+mr)+sin(x—n7r)>:(_1)nsm(m)< Lo >

T x/m+n x/m—n r+nr  x—nm

(—1)"2z sin(x)

Vn €N, ap(hy) = .

1.2. On a déja vu que h, est continue sur la période [—m, 7] donc sur R . De plus h, est dérivable sur | — 7, 7] et la dérivée
admet une limite & droite en — , donc h, est continue C!  sur R; sa série de Fourier converge normalement sur R et

pm
sa somme est h, et donc (n’oubliez pas le % )
R, ho(f) = sin(z) <= n 2zsin(z)
On prend la valeur en O :
sin(x) n i( o 2z sin(x) 1
x — 2 —n272

2.1. f étant continue sur le segment [—1, 1] est bornée sur ce segment. On pose My = sup (|f]) et

[_171]
T/24nm dt 9
7/24+(n—1)7 t 7T/2 + (TL - 1)7T
2
Comme lim M =lona:
+oo \ /24 (n— 1)
lim (v,)=0

Remarque: On peut aussi faire le changement de variable qui suit et appliquer le théoréme de convergence dominée &
[ s
——= du

—xj2 UtNT

2.2. Le changement de variable C* bijectif sur [1/2 4 (n — 1)7,7/2 + nn] u =t —nm donne (compte-tenu de imparité de
)
o [ D) e (7 Sl

—n/2 U+ nmw —x/2 Wt NT



2.3.

24.

2.5.

2.6.

On sépare l'intégrale en 2 et on pose v = —u dans celle de gauche et v = u dans celle de droite : :

0 sin(u /2 f(sin(u
S . Py g SO Y

—x/2 Ut NT U+ nmw

0 —sin(v /2 f(sin(v
_ ( //2 /(= sin(v)) (_dv)>+ o [ fsin))

—v+nm v+nm

On en déduit (toujours avec l'imparité de f ) que

e // (L) _ S0, _ e // ~20f(sin(0))

v —nT v+nm (v — n?m2)

ou encore

Un = By

On a
2t | f(sin(t))|

Vi € [0,7/2], |un(t)] ~n—>too 22
Comme 2 > 1 on a la convergence simple de Z(un) sur [0,7/2] .
On applique le théoréme de continuité d’une somme de séries :

les fonctions u,, sont toutes continues sur [0, 7/2]

On a convergence normale sur [0,7/2] ;

En effet |t2 —n?m? =n?r? — 2 <nlx? - 7r2/4 carn>1.. On a donc

7TMO
)< ——
fun(®)] < n2n? — w2/4

M M
avec 704 indépendant de t et Z 0 qui converge par équivalent comme a la question précédente.
n

n272 77‘(‘2/ 272 771-2/4

Les fonctions u, et la somme S sont continues sur [0,7/2] et la série Z(u”) converge normalement sur le segment
[0,7/2], on peut intégrer termes a termes la série.

+o00 +o0 +oo /2 w/2 [+ w/2
Z% — Zﬂn - Z/ Up (t)dt = / <Z un(t)> dt = / S(t) dt
n=1 n=1 n=1"70 0 n=1 0

71'/2 71'/2 7_1_1\4 ﬂ—M
Sinon dire que / lun, ()] dt < / 0 0 qui est le terme général d’une série convergente.
0 0

7r
nn? — w24 2n2n? —n2/4

n n w/2+km in(t T /24nm in(t

On remarque que Z’yk = Z / wdt = / wdt . Et cette expression admet une limite
h—1 =1/ 7/2+(k=1)m w/2

finie si n tend vers +oc.

1
Pour un z quelconque on encadre x entre 7/2 +nm et /2 + (n+ 1)m. C’est a dire que l'on prend n = E <x - 2) On a
7r

T fGin@) K “ o f(sin(®)
/m : dt—é’}%-ﬁ-/ﬂ - dt

/24+nm

alors, par relation de Chasles,

N

/2
Quand z — +00, n — +00 et Z'yk — / S(t) dt. Par ailleurs,
1 0

/ fEin@®) 4, gMO/ dtMoln(x)gMoln
T t w/24nm t 7T/2+’I7,7T

/24nm




2.7.

2.8.

3.1

3.2.

On a donc :

Tr——+00

: T fein) o, [
lim /Tr/2 ; dtf/o S(t) dt

Ce qui justifie la convergence de 'intégrale et le calcul :

/ﬂﬁof(s'i?(t))dt:/oﬂsu)dt

2

est impaire donc f(0) = 0 . comme on suppose aussi f dérivable en 0 lim M = f'(0) et donc en posant v = sin(t
0
U

. /2 .
on a que M est continue sur |0,7/2] ,et admet une limite finie en 0 . / Mdt converge.
sin(t) 0 sin(t)
. . . /2 .
t— M est continue sur ]0,7/2] et f(sin(t)) ~ f@m(t)) admet une limite finie en 0 / Mdt converge.
t t sin(t) 0 t
/2 . 400 . +oo :
D’aprés les questions IT11.2.6 et IT1.2.7 / w& et / Mdt convergent , donc aussi / wmﬁ
0 /2 0
. la relation de Chasles donne le calcul en utilisant la relation de I11.2.6:
+o0o : /2 . /2 : +oo : /2 .
[, [0 [ 0] [ S0, [ S0,
0 t 0 Sln(t) 0 t /2 t 0 Sln(t)
/2 . w/2 /2 :
R UGy ey e LT
0 t 0 0 sin(t)
72 (f(sin(t)  f(sin())
= — t) | dt
(B - )
La fonction t — (f(sn;(t)) - f(ssm((;;)) + S(t)> est continue sur |0, 7/2] et se prolonge par continuité en 0 avec f'(0)— f'(0)+5(0) =
in

Donc, aprés prolongement, on a bien une fonction continue sur [0, 7/2] .

Pour f: 2 — x (qui est bien continue , impaire sur [—1, 1] et dérivable en 0) on a (question IT1.1.2)

vt €)0,7/2], S(t) = f(—ﬂ”tftﬂzgﬁz =1- Smt(t)

et avec la question précédente,

Ji - /Ofr/2 sin(t) /0”/2 <sin(t) _sin(®) sin(t)) g — 0

sin(t) t sin(t) t

c’est & dire

On utilise cette fois f() = t>. (qui est bien continue , impaire sur [—1,1] et dérivable en 0) .

= sin sin®
S(t) = (sin(t))* Z(—l)"% = sin®(t) — %

la question ITI.2 donne alors :

/2 ™/2 [ (sin sin(t))? sin(¢))*
J3 */0 (sin(t))* dt :/0 <( it))S _ (sin(t)) + sin(t)? — ((t))> dt =0

sin(t) t

qui se simplifie :



3.3. On utilise plus généralement f(f) = t*T1. On obtient

= sin sin(t)2Pt!
S() = (sin(t))* Z(—n”% — sin(t) — #

puis avec ITL.2 (comme précédemment , les termes se simplifient)
/2
J2p+1 = / sin(t)det
0

On est ramené au calcul classique d’une intégrale de Wallis :

Une intégration par parties donne :

/2
Jop+1 = (2p — 1)/ cos? (t) sin®~2(t) dt = (2p — 1)(Jap—1 — Jap11)
0

ou encore 5 .
P —
J2p+1 = ij2p71
et donc :
S _(@p-1)@p-3)---531,
T T op)(2p—2)---642 °
_ (@)
Vp S N, J2p+1 = WW/Q




