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Partie I : préliminaires

1
I.A.1) Pour tous n € N* et p € N* | u(n,p) est défini et positif. De plus u(n,p) ~ n—>+oo =7 - et comme p + 1>1
n

La série Z u(n, p) converge

n

I.A.2) On sait déja que la série converge. De plus la suite (1/n) converge donc :

+o00 +o00
1 1 1 1
1 = - - :1—1.1 — :1
o(l) n(n+1) ;n n+1 oo <n)

(1) =1]

I.A.3) On simplifie la fraction :

_ 1 _ 1 _ n+p—n — puln
wnp =) —uln+Lp=1) = o T T i Dt D mtp)  nr D) mip  PUmP)

uln,p—1) —uln+1,p—1) = p.uln,p)

I.A.4) Ce qui donne comme p > 0
u(n,p—1 un+1,p—1
u(n,p) = 421 )
p p
_u(nap_]')
p

Donc u(n,p) est du type a(n + 1) — a(n) avec a(n) =

1 1
= - — = —— 0N a
pl2.---p pp!

. D’aprés I’équivalent du I.A.1) lim(a,) = 0 et comme

ai

pourpZQ,ap:—'
p.p:

le résultat reste vrai si p=1

Remarque : si votre machine & calculer fait un peu de calcul formel elle doit pouvoir calculer la valeur exacte de o(2),0(3),
sinon programmer une boucle pour calculer des sommes partielles doit vous permettre de vérifier vos calculs.

1.B) La fonction t— > ¢ est continue décroissante sur [1, +oo[ donc

11
Vk22 Vielk-1.k, <

On integre sur [k — 1, k](bornes dans le bon sens) :

k
szg,ig/ dz

1
On fait la somme de N 4+ 1(> 2) a M et on fait tendre M vers 400 . comme ¢ > 2, la série Z 7a converge et l'intégrale

—+o0
/ (‘71 converge aussi et donc

N
+oo +o0
1 1
YN >1, _/ a_ -
bN 1 k4 N 7 (¢g—1)N1
=1 1
Mg >2 VYN >1 — <
-
k=N+1

Partie II : accélération de convergence

II.A.1 et 2) On remarque que comme z > 0 les dénominateurs sont tous non nuls.



e sip=2on veut :
a2 bQZL'-l-CQ

z(z+1)(x+2) z3(z+1)(x+2)

1
Va: > 0, E =
Soit en réduisant au méme dénominateur :
Ve >0, (z+1)(z+2) = aex® + bz + o

ce qui donne :

a2 =1,00 =3,co =2

D’ou lexistence (et méme 'unicité de as, by et co )
e On suppose la relation vérifiée au rang p :

Pour prouver la relation au rang p + 1 il suffit de décomposer pour = > 0 :

bpx + ¢p Apt1 bpr17 + cpi1

Batl)(@rp) a@tl) - @+p@iptl) @atD--(@tpletptl)

En éliminant les dénominateurs communs il reste :

bpz +¢p _ Gp41 bp11Z + cpi1

x? (x+p+1) 22(x+p+1)

Soit en réduisant au méme dénominateur :

(bpz +cp)(x+p+1) = apr17® + bpi17 + Cpi1

et donc la relation de récurrence :

apr1=bp , bpr1=cp, + P+ 1y, cpr1 =P+ 1)y

On vérifie par récurrence (simple) que Vp > 2, (ap,bp,cp) € N?

I1.A.3) Vue la formule donnant ¢, on a ¥p > 2,¢, = p! et donc ¢, > 0
On justifie alors par récurrence que b, > ¢, :

e sip=2on abien 3>2
e Sib,>c,,alorscommep+1>0, (p+1)b,> (p+1)c, et comme ¢, > 0 on a bien b,11 > cpy1

I1.A.4) Un calcul & la main ou & la machine donne : by =3, b3 =11, by =50 et donc a3 =3 , a4 = 11

2 3 4
a 1 3 11
b 3 11 50
2 6 24
Ce qui donne
1 1 . 3 . 11 . 50 + 24
3 2+ D(@+2)  zE+D@+2)(z+3) z@+D@+2)(z+3)(z+4)  23(z+1D)(z+2)(z+3)(x+4)

Remarque : Vous demandez la différence a votre machine. Si elle sait simplifier elle vous dira que la différence est nulle.
Sinon substituer quelques valeurs de x et votre machine doit répondre 0 ou une quantité trés petite si le calcul est approchée.
I1.B.1) D’apres la relation du I.B) il suffit d’avoir :

— < 5.10”
SN2 5.10
soit 107*N? > 1 . 11 suffit de prendre [N =100
I1.B.2) On a
+00 +oo +oo
ban + ¢4 1
< by — 4y —
2 T ) ) S 2 et 2

en minorant (n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4) par n?



Soit en utilisant I.B.1) et I1.A.4)

+o0
ban + ca 1 1 10 4

<50 24 - 4 =

n§+1 Bt D+ 2)mt3)mtd = 5N TGN T N5 T NS

On a

1 1 3 11 50k + 24
Bk D42 kA DRk 13)  Er LDk L2k +3)k+4)  BEF )+ 2)(k+3)(k+4)

On ajoute ces égalités :

“+o0
50k + 24
3)=0(2)+3.0(3)+11
§B3) = 0(2)+3.0(3) + 1o +kzlk3 K )k +2)(k+3)(k+4)
On décompose :
3" 50k + 24 i 50k + 24 Z 50k + 24
k:1k3(k+1)(k+2)(k+3 Y(k+4) P 3(k+1)(kE+2)(k+3)(k+4) k3k+1 (k+2)(k+3)(k+4)
N+1
k+24
Pour avoir £(3) a e pres il suffit donc (en négligeant les erreurs d’arrondi ) d’avoir 2::1 I 1)(1@5(—)&— 2}]{: D <e
10 4
bOltN+N6§5105 . \
La machine & calculer nous dit que la racine positive de e + e = 5.1075 est comprise entre 11 et 12.11 suffit donc de
1 4
prendre N = 12 qui donne N(z" NG <4,2.1075

12 50k + 24
£3)=0(2)+3.0(3)+ 110(4) + kzz:l E3(k+1)(k+2)(k+3)(k+4) e

les 3 premiers termes sont connus:

1 50k + 24
S 3 +
(B)=g+3g Tl +Zk3k+ Wkt 3)ktd) -

Reste a utiliser sa machine a calculer :

12 50k + 24

; K3k + 1) (k +2)(k +3)(k + 4)

= 0,6707885152

ce qui donne
£(3) = 1.202038515 + 4,2.107°
N+1

50k + 24
La valeur obtenue est bien une valeur par défaut car Z = +

(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)

est un réel positif comme somme

de réels positifs.

lune valeur approchée de £(3) et 1.202038 & 5.10° par défaut |

Remarque : votre machine sait probablement calculer une valeur plus précise de £(3) , et donc vous pouvez vérifier vos calculs.

Remarque 2: la valeur de N wva dépendre du majorant "simple" trouvé en II.B.2) . Si vous prenez N vous obtenez N = 13
et la valeur approchée 1.202043886

Partie III : séries factorielles

IIT.A.1) On a (dénominateur non nul) :
wy () 1 n+1 1 1\" r  a? 1 z  x(zx—1) 1 1
e AC7 1 1+-) =(1-2 142 —
wp—1(x) "rtn < n ( + ) +n n+n2+o n? +n+ 2 n2+0 n?
z(z—1) 1 1
1 -
+ 2 n?




Ce qui donne (les quantités sont positives donc les In existent)

(25)- 2725 (3) o)

w,
la série Zln < n > converge absolument.

wnl

Comme 2 > 1
Remarque : st vous utiliser des équivalents attention & tmiter 1 comme un cas particulier pour éviter I’équivalent nul.

IIT.A.2) la série converge. On peut donc noter S(x Zl ( > . On a alors
Wp,— 1
+oo
> n(wn (@) = In(wp-1(2))] = S(x).
n=1
et donc

lim (In(w,(x)) = S(z) + In(we(x))

n—>400
et donc
lim (wp(z)) = exp (S(x))

n—>-4o0o

I(x) = exp (S(x)) est bien un réel strictement positif.
II1.B) la question précédente nous donne tout de suite un équivalent :

lanun ()| ~ U(z) |anv,(z)]

La série E anun(x) converge absolument si et seulement si la série g l(x)anv, () converge absolument, ce qui équivaut

car [(x) # 0 & la convergence absolue de la série Z anUn () .

’Z anun () converge absolument si et seulement si Z anvy, () converge absolument‘

II1.C.1) On évitera d’utiliser a comme borne du segment inclus dans l'intervalle puisque a désigne une suite dans ce sujet.
Chaque fonction a,u, est continue décroissante positive sur ]0,+oo[ . De plus la série Zanun(a:) converge normalement

sur tout segment [a, 5] C]0, +o0[ car
|lanun (@)| < an| un () < |an|un(a)

et comme a > 0, E |anun ()| converge par définition de A .
fa est donc une somme de série de fonctions continues qui converge normalement sur tout segment inclus dans ]0, +00|

[fo est continue sur [0, +00]

II1.C.2) La majoration |a,u,(x)| < |a,|u, (@) est aussi valable sur [a, +00[ , et donc on a aussi convergence normale sur
[, +00[ . Chaque fonction w, tend vers 0 si z tend vers +oo (il y a au moins un facteur = au dénominateur) . et donc

’ Iim (fa(z —0‘

z—>+0c0

pUn(z)  n*?

— > 0 et donc Z vn(f)

<;> e A

II1.D.2) Sion prend : Vn € N | a,, = 1 la série Z vn () est une série de Riemann qui converge seulement pour x > 1

1
II1.D.1) Sionprend: Yn € N, a, = — onan
n!
II1.B.

converge absolument. Donc d’aprées

IIT.E.1) u,, est inverse d’un polyndome n’ayant pas de racine sur ]0,4+o0o[ donc y est de classe ct.
Tous les facteurs de w,, sont positifs on peut donc développer In(u,,) et dériver I'expression :

In(uy(z)) = In(n!) = > In(z + k)
k=0



et donc :

le sujet suggére de montrer

n 1 n
3 kgln(1+—)
k:lw—i— x

C’est une comparaison série-intégrale . comme t— > 1/t décroit sur R™* (idées du I.B) avec ¢ = 1)
n
1 T gt
Z < / — =In(z +n) —In(z)
k . t

x
k=1 +

Ve > 0, o (2)] < un(z) (i +In((1+ Z))

IT1.E.2) On sait déja que pour tout n , la fonction 2— > a,u, (x) est C* sur |0, +oo[ et que Z an Uy (z) converge simplement
sur ce domaine.
Pour pouvoir dire que la somme est C! et pouvoir dériver termes a termes il reste a prouver la convergence normale sur tout

segment [o, 5] C]0, +oo[ de Zanuln(x) :
Or

o) < ol ) (2 100(14 ) ) < fanf () (£ 1001+ 2))

(67

n
Y nlen : n| Un ( *)
r Z |an| un (a) converge Il suffit de prouver la convergence de Z || wn () In(( 1+ 5
Comme L1
n
n((1+2) =1 In(=+—) =1 o(1) ~1
u((1+ %) = () + (> + 2) = In(n) +O(1) ~ In(n)
on se ramene a I’étude de Z |an| un(a) In(n) . Et c’est le méme principe que pour une série de Bertrand : On prend o’ €0, o]

. Comme o >0, Z |an | un(a') converge.

Mais
ol (@) (1) = (a0 (0)) 2D (g, o)) o LS00
et comme
) In(n) B
im () =0

|an| un () In(n) << |an| u, (o)

ce qui assure la convergence absolue de la série Z |an| w,(a) In(n)

[fa est CT sur ]0, +o0]

Partie 4 : représentation intégrale

IV.A.1) (A un coeflicient prés les Py sont des polynomes d’interpolation de Lagrange).
On a n + 1 polynémes dans un espace vectoriel de dimension n + 1 . Il suffit de montrer que la famille est libre.

0sij#k
Or si on prend une famille (\);_, telle que Z AP = 0lavaleur en —j donne Py (—j5) = H(—j+i) H(_j +i)#0sij=k
itk i#j
et donc :
P = 0=Vje(o,n] N][(-5)=0
i#]
= Vje[0,n]], =0
la famille est donc libre et forme donc une base de R,,[X]

IV.A.2) le polyndme n! se décompose donc dans cette base : I (ag),_, , n! = Z a Py . on divise la relation par H(X +1)
k=0 i=0

et on a bien :
n

n! _Z Qg
XX+ (X+n) = X+k



On substitue « & X pour avoir la relation demandée.

Pour calculer les ay, on prend la valeur en —j de n! = Z ay Py ce qui donne n! = o H(Z —7J)

k=0 i#j
O TL— ) = (0— (1~ )+ (—1).(1) -+ (n — ) = (~1P G)(n — )! don
i#£]
Vi€ . aj= (-1 (j)
et donc :

’ﬂ

Vo >0, g +1) wtn) 2)

1
IV.B) la fonction y— > (1 — ) ¥ est continue sur [0, 1] ( attention I'exposant peut étre négatif) du type =
— y xr—
avec 1 —x — k < 1. Elle est donc intégrable sur [0, 1[et
B —(1— y)erk
1— x 1+kd _ (
Ja—uyray =
et donc comme x +k > 0: .
1
Vo >0,VekeN, [ (1—y)" "rdy =
x /O (1-y) V=
1

IV.C) l'intégrale est bien convergente : y— > (1 — y)* 'y" est continue positive sur [0, 1] , équivalente en 1 &

(1—y)t=

avec 1 —z <1
En utilisant les deux résultats précédents et le binome de Newton on a :

n! " (=1)E(" n n 1 »
zx+1)---(z+n) - Z(xl](f)zz(_l)k<k)/o(l_y)x R dy

k=0 k=0

I
o\
=
—~
—
|
S~—
—
~
[+
|
—_
S~—
S
7N
> 3
N~
—~
—
I
NS
S~—
S
~
S
NS

1
= / (1—y)* 'y dy
0
x—1,n

La fonction y— > (1 — y)*~ "y" étant bien intégrable comme combinaison linéaire de fonctions intégrables.
Remarque : On peut aussi faire une récurrence sur n :
11 suffit de remplacer w, () par son expression intégrale pour conclure :

Va > 0, fu(x Zan/ (1 —y)* Ly™dy

IV.D.1) Comme a € A , la série Zanun(w) converge absolument pour tout x > 0 . En particulier si x = 1 , la série

—+oo
a ) . - .
E _: ] converge. La série entiere E _: 1m” converge pour x = 1 . donc son rayon de convergence est supérieur ou égal
n

n=0

al.

an 2 1 A Nan  n—1
Sa dérivée E a le méme rayon de convergence . Donc |z| < 1 = E z converge absolument —- E
‘N Jr 1 n+1 n—+ 1

converge absolument (on multiplie par z).

nnx”
n+1
au moins 1 .

IV.D.2) On a:

Et comme

~n—>too |anx”| la série E anx” converge au moins pour |z| < 1. Son rayon de convergence est donc

1 1 +oo
Ve >0, / (1—y)" 1o, (y)dy = / 1=y)" " any™dy
0 0 n=0

Si on peut intégrer termes & termes on a :

1 +o00 1 +o00
Vo >0, / 1=y "o, (y)dy = an/ 1=y lydy = anun(z)
0 n=0 0 n=0

n



1
donc z— > / (1 —y)*'¢,(y)dy est développable en série factoriel , et la fonction est égale a f, d’aprés IV.C)
0
1 +oo
Reste a justifier 'intégration termes a termes de / Z an(1 —y)" 'y™dy sur l'intervalle [0, 1] ( qui n’est pas un segment)

0 n=0
On se fixe un z > 0

e Vn €N, y— > a,(1 —y)* 'y" est continue intégrable sur [0, 1] d’aprés IV.C

+o0

. Zan(l — )" !y™ converge simplement et sa somme (1 — 3)* '¢,(y) est continue sur [0, 1] ( une série entiere est
n=0
continue sur l'intervalle ouvert de convergence)

+o0 +°° I

. Z / lan(1—y)* 'y"|dy = \an\/ ) lyndy = Z |an| un(x) . Cette série est bien convergente puisque
n=0 n=0 n=0
acA.

T
Vo >0, y— > (1—y)" té,(y) est intégrable sur [0,1] et f,(z) :/0 (1—y)*"1o,(y)dy

Partie V : Dérivée d’une série factorielle

V.A.1) On sait déja que f, est de classe C*' sur 10, +00[ (question IIL.E) . pour avoir l'expression proposée il faut dériver

1
par rapport & x la fonction / (1—y)*"'¢,(y)dy en utilisant le théoréme de Leibniz.
0

e Vyc[0,1], 2— > (1 —y)" '¢,(y) est C' sur ]0, 1] de dérivee x— > (1 —y)" ¢, (y) In(1 — y)

e V2 >0,y— > (1—y)" '¢,(y) est intégrable sur [0, 1] (question TV.D)

eV >0,y—>(1—y)" '¢,(y)In(1l —y) est intégrable sur [0, 1] :méme principe que TTL.E:
pour @’ €]0, [ (1= 4)* "6, () In(1 — y) = 0,1 |(1 = )" 4, (y)] puisque

(1= 9)" 16, () (1 — 9) = (1~ )" "6, (y)- [(1 ~ )= (1 — )]

y—> (1 —y)* ¢, (y) In(1 —y) est continue sur [0, 1[ négligeable devant une fonction intégrable , donc y est intégrable.

e Par monotonie, on a domination sur tout segment : si z € [a, 5] C]0, +00[
(1= )" ea(y) In(1 = y)| < (1 =) b, ()] In(1 — y)]

ce majorant étant intégrable puisque o > 0 et donc (1 —y)* ¢, (y) In(1 — y) est intégrable sur [0, 1] (étude du point
précédent)

Ve >0, fi(x) = / (1— 4"y (y) In(1 — 2)dy

V.A.2) On sait que ¢, et y— > In(1 — y) sont développable en série entiére sur | — 1,1[ . Donc par produit de Cauchy
y— > ¢,(y) In(1 — y) Vest aussi.
V.A.3) La fonction étant développable en série entiére, on sait que sur | — 1, 1]

S W(
wa(y) = Z Z bpx”
n=0
too O0sin=0
Le calcul des b,, revient donc au produit de Cauchy de ¢, ( ZO any" par In(1—y) Z apy" avec ay, = -1 §in>0
n n
n—1 —a
On a donc by = agapg =0 et poun >0, bn:Zapozn_pzzn_iD
— p=0
n—1
Vyel—1,1, ¢,(y) In(1 —y by avec by,
=L - = 3 X




V.B) D’aprés 'expression précédente de b, on a :

— |ay|
bn| <
< 3l
p=0
et donc :
N |b | N n—1 |CL ‘
; (n+1)7 7; pz:(:) (n—p)(n+1)
On veut permuter les 2 sommes : On fait la somme sur 'ensemble des couples (n,p) tels que l<n<N soit
’ Yn,0<p<n-1
<p< —
0<p<n—1<N—louencore{ OspsN-1 et donc :

Vp,p+1<n<N

N N-1 N-p 1

b =
Znﬂwz'%'zm— a5l 2 ETr T

n=1 n=p+1 p=0 k=1

en posant k =n — p.
V.C) Encore une comparaison série-intégrale : La fonction t— > ¢(t + p + 1) est le produit de deux fonctions croissantes

(x > 0) positive donc est croissante positive et donc t— > ——————— est décroissante. Pour k > 2 on a donc
tt+p+1)

1 </k dt
kE(k+p+1)* — Ji_1tt+p+1)*

et donc

g 1 N-p dt
- < -
ék(k+p+1)w—/l tt+p+1)®

+oo
L'intégral / dt !
mrtegrale ——— converge caryr —mmm—
Sl ttrpre & tt+p+1)r TFC et

intégrer étant positive , sa primitive est croissante. et donc la limite en +oo est la borne supérieure:

g 1 +o0 dt
SR .
ZkktptDr ~ )i tttpt1)e

fonction positive avec z +1 > 1 . La fonction &

On ajoute alors le premier terme:

N—p

1 /+°° dt
< + _—
kk+p+1w—(p+1) L tt+p+ 1)

k=1

V.D) 1l suffit de majorer :

/+°° dt chp+1 11
1 tt+p+1)* — (p+1)*  z(p+1)®

Pour avoir les 2 morceaux, on sépare en deux l'intégrale:

/1’+1 dt </P+1 dt  In(p+1)
1 e+ )T Tt 1) (pH )T

/+°O dt </+°° dt _/+°° a1 1
b1 tEH+p+1)T 7 Jog t(t)T i1 BTz (p+ 1)

et

et donc




N
b
V.E)La suite des sommes partielles Z & est croissante majorée par la suite des sommes partielles :

—(n+1)7
5o (BE (D) )

) In(p+1) < 1 ) 1 )
11 suffit donc de prouver que la série ap|.| ——+ 1+ — | ———— ] converge
p q Z' ;D| ((p+1)a: T (p_|_]_)z &

Comme la suite a € A on sait par ’équivalent du III.A) que la série Z |an] W converge pour tout z > 0 .

1
Ce qui assure déja la convergence de la série Z |ap| ——== donc de Z <1 + > lap| —————
PR > (p+ 1)

In(p+1) . . . :
Pour la convergence absolue de E a,| .————2 on introduit (encore une fois) =’ €]0, z[ et on vérifie que
In(p+1) |ay|
Qpl ————— =0p—>too | ———
el Gy = e (T e

bn
La série g ﬂ converge absolument sur |0, +00]
n x

V.F) Ce qui assure avec ITI.A) la convergence absolue de la série Z by () sur |0, 4+o00[

On applique maintenant IV.D) ) a ¢
+o00

1
Y, (y) = Z b,y™ est une série entiere de rayon de convergence > 1 donc z— > / (1 —y)* o, (y)dy est développable en
n=0 0

1 +oo
série factorielle et / (1—y)* Y, (y)dy = Z b ()
0

n=0

Or (V.A) fi(z) = / (1 — )", (y)dy et done :

Vx >0 f Z bnun

V.G)

x>07 f—I—ZOun

donc z— > 1/x est développable en série factoriel avec ap =1et Vn>1,a, =0

-1
On dérive une fois : f/(z) = — est développable en série factorielle :
x

—+o00
-1
Vo > 0, gl Za’nun(m)
n=0

n—1
, ;o Gp  _ l
avecaO—OetVn217%—_Zn_p__n
p=0
+oo
1 Un(z)
Ve >0, — = — -

2
On dérive une nouvelle fois : f”(x) = — est développable en série de factorielle:
x

Vo > 0 Z a’ pup(z



n—1 / n—1

a 1 L 11
avec a’g =0, a”y :a6:0 ,Vn>2,a", =— g P = g . En particulier : ¢’ =a”35=1,a"4 =
p=0

—n—p ‘= p(n-p 12

Ce qui donne la somme partielle

2 1 6 n E 24
zx+1)(z+2) “Tzz+D(z+2)(z+3) 12z(z+1)(z+2)(z+3)(z+4)

4
Sy = Z a’ pun(z) = 1.
n=0

en divisant par 2 (on décompose 2 /:c3) on retrouve bien les coefficients , 1,3,11 de la partie 2

10



