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Recommandations aux candidats

 Si, au cours de I'épreuve, un candidat repere ce glui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit g@mposition en expliquant les
raisons des initiatives qu’'il est amené a prendre.

» Tout résultat fourni dans I'énoncé peut étre utili® pour les questions
ultérieures méme s’il n'a pas été démontré.

* Il ne faut pas hésiter a formuler les commentairegjui semblent pertinents
méme lorsque I'’énoncé ne le demande pas explicitemte

Composition de I'épreuve

L’épreuve comporte :
* un exercice sur les langages rationnels : page 2
* un probléme d’algorithmique et programmation : Eag& 14
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Exercice sur les langages rationnels

Un alphabet2 est un ensemble fini non vide d’éléments applelies Un motsur 2 est
une suite finie de lettres d&; lalongueurd’'un motu est le nombre de lettres composant
u; le mot de longueur nulle est natéOn désigne pat* I'ensemble des mots st y
compris le mok. Unlangage su est une partie d&*.

On dit qu’'un mof sur 2, de longueur non nulle, est tacteurd’'un motu sur 2 s’il existe
deux motsx ety sur2 avecu = xfy; six est le mot de longueur nulle, on dit duest un
préfixedeu ; siy est le mot de longueur nulle, on dit duest unsuffixedeu.

Un mot peut posséder plusieurs occurrences d’unarié@oteurf. Supposons que I'on ait
2 ={a, b} et f =aabaa Le motbaabaabbaabaaaontientdeux occurrences disjointes
facteurf, de méme que le ma@abaaaabaaale mot abaabaaabaablcontient deux
occurrences non disjointedu facteurf, de méme que le mabaabag dans ce dernier
cas, la premiere occurrence test un préfixe du maaabaabaaalors que la seconde
occurrence en est un suffixe.

Dans tout I'exercice2 désigne un alphabet £désigne un mot de longueur non nulle
surz.

0 1 — Montrer que le langade sur 2 des mots qui contiennent au moins une
occurrence du factetiest rationnel.

0 2 — Montrer que le langade sur 2 des mots qui contiennent au moins deux
occurrences disjointes du factduast rationnel.

0 3 — Montrer que le langade; sur 2 des mots qui contiennent au moins deux
occurrences non disjointes du factéest rationnel.

00 4 — Montrer que le langade, sur 2 des mots qui contiennent exactement une
occurrence du factediest rationnel.
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Probleme d’algorithmique et programmation

Préliminaire concernant la programmation

Il faudra écrire des fonctions ou des procédurkside d’'un langage de programmation
qui pourra étre soiCaml, soitPasca) tout autre langage étant exdidiquer en début
d’épreuve le langage de programmation choisi ; il interdit de modifier ce choix

au cours de I'épreuve Certaines questions du probléme sont formulégéreinment
selon le langage de programmation ; cela est ikdainaque fois que cela est nécessaire.
Lorsque le candidat écrira une fonction ou unegxtace, il pourra faire appel a une autre
fonction ou procédure définie dans les questiodsdatentes. Enfin, si les paramétres
d’'une fonction ou d’'une procédure a écrire sonpssps verifier certaines hypotheses, il
ne sera pas utile dans I'écriture de cette fonctiorde cette procédure de tester si les
hypothéses sont bien vérifiées.

Dans les énoncés du probleme, un méme identificaéerit dans deux polices de
caractéres difféerentes désignera la méme entits, aigpoint de vue mathématique pour
la police en italique (par exempie et du point de vue informatique pour celle enaom
(par exemplen).

Un grapheG est défini par deux ensembl¥set E. L’ensembleX est un ensemble fini
d’éléments appelésommetsL’ensembleE est un ensemble de paires de sommets. Un
elément §, y} de E est appel@rétede G ; x ety sont lesextrémitésde I'aréte. Lordre

d’'un grapheG est le nombre de sommets@eUn graphe est représenté par un dessin ou
des cercles représentent les sommets et un figttgjot deux cercles représente une aréte
composée des deux sommets correspondant aux cetclesy} est une aréte d6, on

dit quex ety sontvoisins.Le degréd’'un sommek est le nombre de voisins ge

On dit que deux arétes d'un grap@esontincidentessi elles ont une extrémité en
commun. On appelleouplagedans G un ensemble d'arétes d& deux a deux non
incidentes.

Un grapheG est ditbiparti si on peut partitionner son ensemble de somiXeis deux
sous-ensemblesetB (A0, B0, A0 B =X An B=10) de sorte que toute aréte ait
une extrémité dana et une extrémité dams Si les ensemble& etB ont méme cardinal,

on dit qu’il s’agit d'ungraphe biparti équilibré Dans tout le probleme, on ne considére
gue des graphes bipartis équilibrés. On mdtecardinal commun aux ensembfestB ;
I'ordre du graphe est donc égal@ @n suppose que I'on a toujours 1. Les sommets
de A sont numérotés de Ora— 1 et nommeésQ 1a, 2a, ..., N — 1) ; les sommets dB
sont numérotés de Ora— 1 et nommeésd) 1g, 25, ..., (N—1k. Une aréte d& est
toujours écrite en mettant d’abord I'extrémité gsi dang\ puis celle qui est dark

On représente les graphes bipartis équilibrés gaisdhémas comme on peut le voir dans

la figure 1 avec le graph8g, en représentant les sommetsAda gauche et les sommets
deB a droite.
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PourGg, n vaut 4 et I'ordre d&g vaut 8
Les arétes d&g sont :

{Oa 0Og} {Oa 18} {OA 28} {1a 38}
{2A| OB}’ {2 A ]-B}’ {2 As 28}1 {2 As 3B}s
{3a 3}

Le sommet Q est de degre 3.

Le sommet A est de degre 1.

Le sommet 2 est de degré 4.

Le sommet R est de degre 1.

Les sommetsH) 1z et Z sont de degré 2.
Le sommet 3 est de degré 3.

Dans le graphd>g, les arétes {f Og} et
{2, 3g} étant non incidentes, elles forment
un couplage, nomm&y, dont les arétes sont
dessinées en gras ci-contre ; on dit alors que
dans ce couplage :
e le sommet Q est couplé au sommet
Og, et réciproquement ;
e le sommet 2 est couplé au sommet
3g, et réciproguement ;
* les sommetsyl 35, 1g et Z sont non
couplés.

Figure 2 : le graph&g
et le couplag€,

Le cardinal d’'un couplage est le nombre d’arétesalei-ci ; par exemple le cardinal g
vaut 2.

Premiere partie : généralités
0 5 — Exhiber un couplage de cardinal 3 dags
O 6 — Indiquer s'il existe danSp un couplage de cardinal 4. Justifier la réponse.

Un graphe biparti équilibré d’ordrenZst représenté par une matrice carrée de dimension
n x n dont les lignes correspondent aux élémenta deles colonnes aux élémentsRid_es
cases de cette matrice sont indicées ipgrdvec 0<i <n-1, 0<j<n-1 et contiennent des
valeurs booléennes la case d’indicei(j) contient la valeur «vrai » (ourue dans le
langage de programmation) $h{jg} est une aréte du graphe ; elle contient la valeiaux »

(ouf al se dans le langage de programmation) dans le casat@ntLe graph&s, ci-dessus

est donc représenté par la matrice suivante :
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Nlo| 1] 2| 3

vrai | vrai| vrai| faux

0
1 | faux| faux | faux | vrai
2

vrai | vrai| vrai| vrai

3 | faux| faux | faux | vrai

Figure 3 : la matrice représent&y

Un couplage est représenté par un tableau d’entieisé de 0 an — 1. Soiti vérifiant
0<i<n-1; si le sommeiy est couplé avec le sommig} la case d’indice contient la
valeurj ; si le sommeia n'est pas couplé, la case d’indiceontient une valeur égale a —1. Le
couplageCy de Gy, formé des arétes f0 Og} et {24, 3g}, est représenté par le tableau ci-
dessous :

0 1 2 3
0 -1 3 -1
Figure 4 : le tableau représent&it

Indications pour la programmation
Caml : Un vecteur est par la suite nommé aussi tableau.
On nommematriceun tableau a deux dimensions (un vecteur de vexjteu
La matrice représentant un graphe biparti équiliic¥dre 2 est codée en Caml par une
matricen x n de booléens. La matrice représentagest ainsi codée par :
let @ =[]|[|true; true; true; false|];
[|fal se; false; false; true|];
[|true; true; true; true|];
[|fal se; false; false; true|l];|];;

Un couplage est codé par un vecteuna@mtiers; le couplageC, est ainsi codé par :

let @ =1[]0; -1; 3; -1]];;

Une arétea est codée par un vecteaude deux entiers, avec ( 0) dansA eta. (1) dansB.
Fin des indications pour Caml

Pascal: on utilise les définitions suivantes :
const MAX = 100;

type Matrice = array[0 .. MAX - 1, 0 .. MAX - 1] of Bool ean;
type Tableau = array[0 .. MAX - 1] of Integer;
type Arete = array[0 .. 1] of Integer;

La constantedVAX donne une borne supérieure du cardinal des paktiesB des graphes
bipartis équilibrés considérés, c’est-a-dire dentztié de I'ordre du graphe ; il ne sera pas
utile de vérifier cette condition dans la progrartiora

Le typeMatri ce sert a coder les graphes bipartis équilibrés. ladrioe représentant le
grapheGq est ainsi codée p&0 de typeMhat ri ce avec:
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@[0,0]:=true; Q[O0,1]:=true; Q[0,2]:=true; JO0,3]:= false;
@[1,0]:=false; QQ[1,1]:=false; D[1,2]:=false; A[1,3]:=true;
@[2,0]:=true; QQ[2,1]:=true; Q[2,2]:=true; Q2 3]:=true;
@[3,0]:=false; Q[3,1]:=false; D[3,2]:=false; A[3,3]:= true;

Le typeTabl eau a plusieurs usages. Il sert entre autres a cadeouplage le couplageCy
est ainsi codé p&0 de typeTabl eau avec :

Co[0] :=0; CO[1l] :=-1; QO[2] :=3; QO[3] :=-1;

Une arétea est codée par un tableawe typeAr et e, aveca] 0] dansA eta[ 1] dansB.
Fin des indications pour Pascal

0 7 —SoitG un graphe biparti équilibré d’ordren20n considere un tablead
d’entiers de longueun et contenant dans ses cases indicées denG-al soit la
valeur —1, soit une valeur comprise entre @ etl. Il s’agit de savoir si ce table@u
représente ou non un couplage dans
Caml : Ecrire en Caml une fonctioreri f i e telle que,

« siGest une matrice codant le graghe

» siCest un vecteur codant le tableau
alorsverifie G C renvoiet r ue sile tablealC représente un couplage dahgt
f al se sinon.
Indiquer la complexité de la fonctiaweri fi e.

Pascal :Ecrire en Pascal une fonctioer i f i e telle que,
e SiG detypavatri ce, code le graph&,
* siC, de typelTabl eau, code le tableaG,
* sin, de typd nt eger, contient la valeur de,
alorsverifie(G C, n) renvoietrue si le tableauC représente un couplage
dansG etf al se sinon.
Indiquer la complexité de la fonctiawer i fi e.

[0 8 — On considére un table@yde longueun, codant un couplage d’'un grapGell
s’agit d’écrire une fonction qui calcule le cardida ce couplage.

Caml : Ecrire en Caml une fonctiamar di nal telle que, siC est un vecteur codant
un couplage, alorsar di nal C renvoie le cardinal de ce couplage.

Indiquer la complexité de la fonctiarar di nal .

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctioar di nal telle que,
* siC, de typeTabl eau, code un couplagg,
* sin, de typd nt eger, contient la valeur de,
alorscar di nal (C, n) renvoie le cardinal d€.
Indiquer la complexité de la fonctiarar di nal .
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Deuxiéme patrtie : un algorithme pour déterminer uncouplage maximal
On dit qu'un couplag€ dans un graph@ estmaximalsi toute aréte dé& n’appartenant pas a
C est incidente a au moins une arét€d@ar exemple, le coupla@g de Gg est maximal. Un
couplage maximal d& n’est pas forcément de cardinal maximum parmcteglages dé&.
On cherche a concevoir un algorithme qui déterniimecouplage maximal dans un graphe
biparti équilibréG.
L’algorithme, nommélgo_approcheest le suivant :
e On commence avec un couplage Vg
* tant queG posséede au moins une aréte :
- on choisit une aréta de G dont la somme des degrés des extrémités soit
minimum ;
- on ajoute l'arét@ au couplag€ ;
- on retire deG l'arétea et toutes les arétes incidentes a
On admettra que le résultat est, par constructiortouplage maximal.

0 9 — Appliqueralgo_approcheu graphé&s, (voir la figure 1 page 4).
On considére par la suite le graphe

biparti  équilibré G; dordre 12
représenté sur la figure 5.

Figure 5 : le graph&,

0 10 — On appliqueaalgo_approcheau grapheG;. Déterminer la premiére aréte
choisie paralgo_approche tracer le graphe obtenu aprés suppression; det des
arétes incidentes &;. Montrer que le couplage obtenu pEgo_approcheest de
cardinal au plus 5 et indiquer s’il est de cardmakimum parmi les couplages Ge.

0 11 — SoitG un graphe biparti équilibré d’ordren.2ll s’agit d’écrire en langage de
programmation une fonctioarete_minqui détermine une aréte @& dont la somme
des degrés des extrémités soit minimum. Si le grg@sseéde au moins une aréte,
cette fonction modifie un tableaude deux entiers recu en parameétre pour mettre dans
les deux cases da les numéros des deux extrémités d’'une aréte deintatce
minimum ; dans ce cas, la fonction renvoie la valewrai » ¢ rue); sinon, elle
renvoie la valeur « faux % &l se).
Caml : Ecrire en Caml une fonctiar et e_mi n telle que :

e siGest une matrice codant le graghe

* sia est un vecteur de deux entiers,
alorsarete_m n G a effectue les opérations décrites ci-dessus, en frantlie
tableaua dans le cas 0G posséde au moins une aréte.
Indiquer la complexité de la foncti@r et e_mi n.
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Pascal: Ecrire en Pascal une fonctianet e_ni n telle que :
e sSiG detypavatri ce, code le graph&,
* sin, de typd nt eger, contient la valeur de,
* sia estde typé\yr et e,
alors arete_mn(G n, a) effectue les opérations décrites ci-dessus en
modifiant le tableaa dans le cas 0G possede au moins une aréte.
Indiquer la complexité de la foncti@r et e_ni n.

0 12 — Il s'agit d’écrire en langage de programnratime fonction ou une procédure
supprimerqui supprime d’'un graphe biparti équilibré unet@eédonnée et toutes les
arétes incidentesa
Caml : Ecrire en Caml une foncticsuppr i ner telle que :

» siGest une matrice codant un graphe biparti équiliyre

* sia est un vecteur de deux entiers codant une aré¢s,
alorssuppri nmer G a modifie G pour que, apres modificationS,code le graphe
obtenu a partir d& en supprimana et toutes les arétes incidentes a
Indiquer la complexité de la foncti@uppri mer.

Pascal: Ecrire en Pascal une procédsreppr i ner telle que :

* siG de typevat ri ce, code un graphe biparti équilib@d’ordre 2,

* sin, de typd nt eger, contient la valeur de,

e sia, de typeAr et e, code une aréimdeG,
alorssupprimer (G n, a) modifie G pour que, aprés I'appel a la procéduse,
code le graphe obtenu a partir@en supprimana et toutes les arétes incidentes a
Indiquer la complexité de la procédwweppr i mer .

O 13 — Il s’agit de définir en langage de programamat’algorithme algo_approche
décrit au début de la deuxieme partie.

Caml : Ecrire en Caml une foncticad go_appr oche telle que, siG est une matrice
qui code un graphe biparti équilibrés, al go_approche G effectue
algo_approchea partir d'une copie d& et renvoie un vecteur codant le couplage
obtenu.

Indication: on pourra utiliser sans la définir une fonctidupl i quer _nmatri ce
telle que, si G est une matrice codant un graphe biparti équililié
dupl i quer _matrice G renvoie une matrice identique@ Cette fonction sera
utilisée pour que la fonctioml go_appr oche ne modifie pas le contenu de la
matrice recue en parametre.

Indiquer la complexité de la foncti@ go_appr oche.

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctiahgo_appr oche telle que :

* siG de typevat ri ce, code un graphe biparti équilib@d’ordre 2,

* sin, de typd nt eger, contient la valeur de,
alorsal go_approche(G n) effectuealgo_approcheet renvoie un tableau de
type Tabl eau codant le couplage obtenu. On fera en sorte gtentdion ne modifie
pas la matricé&.
Indiquer la complexité de la foncti@l go_appr oche.
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Troisiéme partie : recherche exhaustive d’un couplge de cardinal maximum

00 14 — SoitG un graphe biparti équilibré d’ordren.2ll s’agit d’écrire en langage de
programmation une fonction nommaéee_aretequi recherche une aréte quelconque
de G. Si G possede au moins une aréte, la fonction mémdaiggremiere aréte
rencontréea dans un tableau (ou vecteur en Caml) de deuxrsméieu en parametre ;
elle arréte alors sa recherche et renvoie la vatetai » ¢ r ue) ; sinon, la fonction
renvoie la valeur « faux > &l se).
Caml : Ecrire en Caml une fonctiame_ar et e telle que :

e siGest une matrice codant le graghe

* sia est un vecteur de deux entiers destiné a codétda,
alorsune_arete G a effectue les opérations décrites ci-dessus, en frantie
vecteura dans le cas oG possede au moins une aréte.

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctiane_ar et e telle que :

* sSiG detypevatri ce, code le graph&,

* sin, de typd nt eger, contient la valeur de,

* sia, de typeAr et e, est destiné a coder l'arége
alors une_arete(G n, a) effectue les opérations décrites ci-dessus en
modifiant le tableaa dans le cas 0G possede au moins une aréte.

0 15— On cherche a établir un algorithnéeursif, nommémeilleur_couplagequi
permette de déterminer un couplage de cardinal maxi dans un graphe biparti
equilibré. Le principe est le suivant.
Si le graphe courant ne contient aucune arétegriral maximum d’un couplage est
0 et aucun sommet n’est couplé.
Dans le cas contraire, l'algorithme considére un&eaquelconquea du graphe
courant et recherche successivement :
* un couplage de cardinal maximum parmi les couplafjegraphe courant ne
contenant paa
e un couplage de cardinal maximum parmi les couplad@esgraphe courant
contenang.
L’algorithme déduit alors un couplage de cardinakimum.
Caml : Ecrire en Caml une fonction récursivei | | eur _coupl age telle que, sG
est une matrice codant un graphe biparti équil®Brérei | | eur _coupl age G
renvoie un vecteur codant un couplage de cardiredimum dansG. La fonction
utilisera le principe décrit plus haut.
Indication: on pourra utiliser sans la définir une fonctidapl i quer _nmatri ce
telle que, siG est une matrice codant un graphe biparti équilikxé alors
dupl i quer _matri ce G renvoie une matrice identiqueza

Pascal: Ecrire en Pascal une fonction récurgieg | | eur _coupl age telle que :
* siG de typevhat ri ce, code un graphe biparti équilib@d’ordre 2,
* sin, de typd nt eger, contient la valeur de,
alorsnei | | eur _coupl age( G n) renvoie un tableau de tydabl eau codant

un couplage de cardinal maximum d&hd.a fonction utilisera le principe décrit plus
haut.
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Quatrieme partie : I'algorithme hongrois

On considéere un graphe biparti équilitidéet un couplag€. Unechainede G est une suite
X0, X1, -.ey X» -.-, Xp (P2 0) de sommetdistincts telle que, pouk compris entre O b — 1,
{ X X« + 1} est une aréte d&. Le sommek, s’appelle lorigine de la chaine et le sommeyt
I’ extrémitéde la chaine.

Une chaineg, X1, ..., X ..., Xp deG, avecp = 0, est ditealternée relativement a €l :
* pour tout indicek pair, xx est dang\,
* pour tout indice&k impair, xx est dan$,
* le sommeikg n'est pas couplé,
» pour tout entier vérifiant 0< 2i <p — 1, l'aréte &y, Xoi + 1} N'appartient pas &,
* pour tout entier vérifiant 2< 2i < p, l'aréte {xy; _ 1, Xo;} appartient &C.
Autrement dit :
» l'origine de la chaine est daAset n'est pas couplée,

* la premiere aréte de la chaine n’'est pas @gna deuxieme est dar@ la troisieme
n’'est pas dan€ et ainsi de suite.

Une chainexg, x1, ..., X, alternée relativement au coupla@eest ditechaine alternee
augmentante relativement aston ap > 1 et si de plus, n’est pas couple, ce qui entraine
quexp est dansB. Par exemple, dire qu’une chaixg X1, X, X3, X4, X5 constitue une chaine
alternée augmentante relativement a un couplagjgnifie que :

*  Xp, X2 €tX4 SONt des sommets dex;, X3 etxs sont des sommets &

o {Xo, Xa}, { X1, X2}, { X2, X3}, { X3, X4}, { X4, X5} SONt des arétes dg;

e Xg N'est pas couplé dam x5 n'est pas couplé dais;

* X1 est couplé avexy, xo n'est pas couplé aveg et x3 est couplé avex.

0 16 — On considére le grapy
et le couplageC; constitué des

arétes {Qu OB}’ {1 As ]-B}’ {3 As ZB};
{4, 38}, {5a, 5} représentées sur
la figure 6 en gras. Aprés avoir
indiqué le seul sommet d& qui
puisse étre l'origine d'une chaine
alternée augmentante relativement
a C, et le seul sommet dB qui
puisse étre I'extrémité d’'une
chaine alternée  augmentante
relativement aC,, déterminer une Figure 6 : le graph€,
chaine alternée  augmentante et le couplag€;
relativement a&C;.

0 17 — On considere un graphe biparti équili@rét un couplag€ dansG. Montrer
gue s'il existe une chaine alternée augmentaraéiveinent &C, alors il existe dan&
un couplage dont le cardinal est égal au cardie&l dugmenté de 1.

On admet le théoreme suivanin couplage C d’'un graphe biparti équilibré G estaardinal

maximum si et seulement s'il n'existe pas dans Gchlaine alternée augmentante
relativement a C.
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Soit G un graphe biparti équilibré. algorithme hongrois’appuie sur le théoreme ci-dessus
et détermine un couplage de cardinal maximum dand 'algorithme débute avec un
couplageC de cardinal nul ; tant qu’il existe une chaine raagtante relativement &,
I'algorithme modifieC pour incrémenter de 1 le cardinal du couplage tdisant une telle
chaine augmentante.

La suite du probleme a pour objectif de programoe¢lgorithme. On commence par étudier
la recherche d’une chaine alternée augmentante.

On considére un graphe biparti equiliigéet un couplage&C dansG. On va chercher s'il
existe une chaine alternée augmentante relativea@nPour cela, on recherche les sommets
qui sont extrémités de chaines alternées en protéba proche en proche a partir des
sommets dé non couplés.
Un sommely est ditatteintsi une chaine alternée relativemef at d’extrémitéy est mise en
évidence. Au départ, tous les sommets non cou@ds (dn tel sommet est extrémité d’'une
chaine alternée réduite a ce sommet) sont consid@&m@me atteints ; aucun autre sommet
n'est considéré comme atteint. Un somgabn encore atteintpeut étre atteint a partir d’'un
de ses voising déja atteint si on a :

» soity est dan® (et doncx est dang\) et l'aréte §, y} n’est pas dans le couplagx;

* soity est dan®\ (et doncx est dan®) et I'aréte {, x} est dans le couplage.
On utilise desnarques attribuées aux sommedfgs marques sont des entiers initialisés a —1
pour tous les sommets. Lorsqu’'un sommnest atteint a partir d’'un sommsetla marque dg
devient égale au numéro g€on rappelle que laumérod’'un sommeia ou d’'un sommeig
vauti) ; x est alors I'avant-dernier sommet dans la chaitreereieCh(y) d’extrémitéy mise en
evidence. La chain€h(y) peut étre retrouvée a I'envers, de proche enhgrograce aux
marques ; dans cette chaine, seule 'origine poréemarque de valeur —1.
Si un sommet non couphg de B est atteint,Ch(y) est une chaine alternée augmentante
relativement .
Dans le cas ou simultanément :

* il n'y a plus de sommet non encore atteint qui paiétre atteint,

e aucun sommet non couplé Be'est atteint,
on admet qu’il n’existe pas de chaine alternée amgamte relativement@
Remarque les valeurs des marques peuvent dépendre dird’alans lequel on atteint les
sommets, sans que cela n’ait d'importance powite slu probléme.

0 18 — On considéere le graph?q et lin 0 @ 0s) 1
couplage nomme€,' constitué des arétes >§
{OA) OB}1 {ZA) 1B}1 {BA) 28}1 {4A) 4B}1 -1 1A 1B 0

2s) 2

. o 2
figure 7, les marques attribuées sont 1pa
portées a c6té des sommets, les sommets —q
3

{5a, 58}, en gras sur la figure 7. /
Certains sommets ont été atteints ; sur la

3s)3

atteints sont encadrés. 2(3n)

Utiliser les marques pour reconstituer la

chaine alternée arrivant dans le sommet -1 @v’@ -1
3g et correspondant aux marques. ,

Indiquer s'’il s’agit d’une chaine alternée -1 A@ -1

augmentante relativementy'.

Figure 7 : le graph&,
et le couplag€;’
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On considere quatre tableaux :

Un tableau nomme€ codant un couplage.

Un tableau nomm®& (pour réciproque) indicé par 0, 1, .n,— 1 ; soitj verifiant
0<j<n-1; sile sommgg n'est pas couplé darg la case d’indicg du tablealR
contient la valeur —1 ; si le somnjgtest couplé avec le sommigt la case d'indicé

du tablealR comporte la valeur

Un tableau nomm@A indicé par 0, 1, ...n — 1 servant a contenir les marques des
sommets dé.

Un tableau nomméB indicé par 0, 1, ...n — 1 servant a contenir les marques des
sommets d&.

00 19 - On suppose qu'une chai@h(x,) = Xo, X1, ..., X alternée augmentante
relativement a un couplagea été déterminée et codée grace aux marques.ed’&pr
questiond 17, il existe un couplage de cardinal égal a cd#d€ augmenté de 1. La
fonction ou procéduract ual i ser recoit en parametres les quatre tableaux décrits
ci-dessus ainsi que le numeéro xjg elle transforme alors les tableaGxet R pour
qu’ils correspondent a un couplage, obtenu a paet€ et deCh(x,), dont le cardinal
est celui du couplagé augmenté de 1.
Caml : Ecrire en Caml une foncticact ual i ser telle que :

 siC, R mA nB sont des vecteurs aeentiers qui correspondent a la description

donnée plus haut,

* sinumer o est un entier donnant le numeroxge
alorsactual i ser C R mA nB nuner o modifie les vecteur€ etR pour obtenir
un couplage de cardinal égal a celuCaugmenté de 1.

Pascal: Ecrire en Pascal une procédard ual i ser telle que :
» siles tableaux, R, mA, nB, de typeTabl eau, correspondent a la description
donnée plus haut,
* sinumer o est un entier donnant le numeéroxje
alorsactualiser(C, R mA nB, nunero) modifie les tableaul etR pour
obtenir un couplage de cardinal égal a celuCdaigmenté de 1.

0 20 — On considere le grapfee ci-contre
et un couplage, nomme€,, constitué des

arétes {Qu OB}’ {2 A ZB}’ {3 A 38}’ {4 A 4B}

en gras sur la figure 8. Recopier la figure,
encadrer tous les sommets qui peuvent étre
atteints et préciser a c6té des sommets les
marques obtenues. Indiquer s’il existe dans
G, une chaine alternée augmentante

relativement a&Co.

Figure 8 : le graph&,
et le couplag€,
Indication: on procédera de proche en proche a partir dusseumet non couplé de
A, c’est-a-dire a partir du sommet. 1L.'ordre dans lequel on atteint les sommets n'a

pas d’'importance.
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On suppose donnés un graphe biparti équiliBrét un couplageC dansG. Les chaines
alternées considérées dans la suite sont touj@gltaines alternées relativemer@. d es
questions[] 21 et[] 22 ont pour objectif de programmer un algorithme cherche une
chaine alternée augmentante en atteignant les sisnaeeproche en proche a partir des
sommets non couplés de

0 21 — On suppose que certains sommet& geeuvent déja avoir été atteints et les
marques calculées en conséquence. Onxuatesommet dé ou deB déja atteint.

On définit deux nouvelles fonctions, les fonctichercherAetchercherB

Appliquée au sommet, appelésommet delépart, la fonctiorchercherA(si x est
dansA) ou la fonctionchercherB(si x est dan®3) détermine des sommets non encore
atteints qui peuvent étre atteint® voisin en voisin récursivement a partir dex,
modifie les marques de ces sommets nouvellemegintsttet s’arréte dans les cas

suivants :
e un sommety de B non couplé a été atteint ; elle renvoie alorsuenéro du
sommety ;

» tous les sommets qui peuvent étre atteints derversivoisin a partir de l'ont
été et aucun sommet non couplé Blen’est atteint ; elle renvoie alors la
valeur —1.

Il s’agit d’écrire les deux fonctiorshercherAet chercherBen utilisant une récursivité
croisée, chacune des deux fonctions pouvant fapela I'autre.

Caml : Définir ce qu’on appelle récursivité croiséaretiquer comment elle peut étre
implémentée en Caml.

Ecrire en Caml les deux fonctiorehercherAet chercherB; chacune de ces deux
fonctions recoit en parametres :

* une matriceés codant le graphé ;

* quatre vecteurs de longueupour les quatre tableaux décrits plus haitR,
mAetnB;

* un entier codant le numéro du sommet de dépag techerche.

Ces deux fonctions modifient les vecteos et mB conformément a la description ci-
dessus. Elles renvoient le numéro d’'un sommetrdittein couplé d8 ou la valeur —1
selon le cas.

Pascal: Définir ce qu’on appelle récursivité croiséergliquer comment elle peut étre
implémentée en Pascal.
Ecrire en Pascal les deux fonctiotisercherAet chercherB; chacune de ces deux
fonctions recoit en parametres :

* une matrices de typevat ri ce, codant le graph& ;

e quatre tableaux de typEabl eau pour les quatre tableaux décrits plus haut :

CRMetnB;

* un entiem contenant la valeur dedonnant le cardinal communAgetB ;

* un entier codant le numéro du sommet de dépag techerche.
Ces deux fonctions modifient les tableawk et mB conformément a la description ci-
dessus. Elles renvoient le numéro d’'un sommetrdittein couplé d8 ou la valeur -1
selon le cas.
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[0 22 — On suppose donnés un graphe biparti équibdéordre 21 et un couplag€
dansG. Tous les sommets d&possedent une marque égale a —1.
La fonction chaine_alterneecherche s'’il existe une chaine alternée augmentamt
appliguant la fonctiorchercherAsuccessivement a partir des sommets non couplés
deA.
Caml : Ecrire en Caml la fonctiochaine_alternegelle que :
» siGest une matrice codant le grapghe
 siC R, mAetnB correspondent a la description donnée précédemmoeids
les cases deA etnB étant initialisées a -1,
alorschai ne_alternee G C R mA nB renvoie :
» -—1¢s’il nexiste pas de chaine alternée augmentante
* le numéro de l'extrémité d'une chaine alternée aargante dans le cas
contraire.
De plus, la fonction modifie les vecteurd etnB pour qu’ils contiennent les marques
des sommets a la fin de I'exécution de la fonction.

Pascal: Ecrire en Pascal la fonctiamhaine_alternegelle que :

* siG detypevatri ce, code le graph&,

« siC, R mA etnB, de typeTabl eau, correspondent & la description donnée
précédemment, les casesrde et nB d’indices compris entre 0 et— 1 étant
initialisées a —1,

* sin, de typd nt eger, contient la valeur de,

alorschaine_alternee(G C, R mA, nB, n) renvoie:

+ -1¢g’il n’existe pas de chaine alternée augmentante

* le numéro de l'extrémité d'une chaine alternée argante dans le cas
contraire.

De plus, la fonction modifie les tableamR et B pour qu’ils contiennent les marques
des sommets a la fin de I'exécution de la fonction.

[0 23 — Dans cette question, on programme |'algor@lnongrois.

Caml : Ecrire en Caml la fonctioal gori t hme_hongr oi s telle que, siG est une
matrice codant un graphe biparti équiliigé alorsal gori t hme_hongrois G
renvoie un vecteur codant le couplage obtenu pigdfithme hongrois.

Pascal: Ecrire en Pascal la foncti@i gor i t hme_hongr oi s telle que :

* siG detypevatri ce, code un graphe biparti équilib@d’ordre 2,

* sin, de typd nt eger, contient la valeur de,
alors al gorithme_hongroi s(G n) renvoie un tableau de typeabl eau
codant le couplage obtenu par I'algorithme hongrois
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